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آموزش متوسطا عمومی 


ریاصی 9 فیز باث 


حفوق مادی این اثر متعلق به وزارت 


آموزش و پرورش است 


یبد بدآورندگان 


مولفا 


ب‌ 


1 ۵ احمد بیرشک ۵ محمدطاهر معیری 
صفحه پرداز 41 فا طمه سقانژاد تهرانی 
جاب از 48 چاپخاناندا 


بسمه تعالی 


ملت قهرمان ایران با پیروی کامل از امام امت و فریاد الله‌اکبر و خون شهیدان نظام 
پلید شاهنشاهی را تدای ي تاریخ دفن‌کرد . دژخیمان و جلادان را به آتش خشم الهی 
گرفتار ساخت و با شرکت فعال خود در همه‌پرسی‌ها , نظام جمهوری اسلامی و قانون اساسی " 
را استقرار بخشید و رئیس‌جمهور و نمایندکان مجلس شورای اسلامی را انتخاب کرد . 

پس از آن با مبارزه‌ای بزرگتر برای نخستین‌باردرپیشاپیش مستضعفان جهان ء شیطان 

بزرگ ۱3 : 

اکتون پس از طی این فراحل معجزها با : ی ار بنیان عظیم انقلاب اسلامی و 
تضمین تداوم و گسترش آن و مصونیتش در برابر هر توطثه‌ای . زمان آن فرا رسیده است که 
این ملت بزرگ اساسی‌ترین مرحله , یعنی انقلاب فرهنگی را قاطعانه بانجام رساند . باید 
ته‌مانده فرهنگ منحط شاهنشاهی و آموزشهای استعماری ‏ از تمام ارکان جامعه ء مدرسه ؛ 
دانشگاه » ادارات و کوچه و بازارو ۰ زدوده شود . 

انقلاب فرهنگی در اسلام منشاء دگرگونیهای اجتماعی و اساس نقلاب ات و 
اقتصادی جامعه است‌و اینک ما در این برهه از زمان و در این مقطع ناشن . عهده‌دار امر 
بسیار خطیر و مهمی هستیم و باید با تشخیص صحیح و روشن‌بینی ۰ مسیر آموزش وپرورش 
نسل جدید را مشخص سازیم و اين فرهنگ آشفته و ویران را بازسازی کنیم و بدنبال انقلاب 
اجتماعی و سیاسی »در تداوم انقلاب فرهنگی نیز به‌پیروزی نائل آثیم . بازیافتن و ارائه 
فرهنگ اصیل اسلامی بر عهده همه علاقمندان به فرهنگ است . باید ملاکهای بیگانه و غیر 
اصیل را شناسائی کرد و آنها را از آموزش و پرورش کنار گذاشت . این تغییر بنیادی در 
فرهنگ و در نظام آموزشیء چنان نیست که بصورت فرمان از مراکز اجرائی صادر شود . این 
خود مردم هستند که باید بفکر آینده خود باشند و تمام علاقمندان به فرهنگ این وظیفه 
خطیر را بعهده دارند . دستگاه اجرائی امروز از بطن مردم است و بین این دو جدائی 
در سال جاری با توجه به فرصت محدود , برخی از کتابها بازسازی شد و برخي دیگر 
نیز با اصلاحات آماده گردید . در این امر از پيشنهادها و راهنمائی‌های کتبی و شفاهی 
بسیاری از برادران و خواهران تس , خصوصا " همکاران فرهنگی استفاده کردیم 
بامید آنکه در سال جدید با کمک همه اقشار مردم به‌پا خاسته ایران . شاهد تغییر بنیادی 
نظام آموزشی دردرون یک انقلاب اصیل فرهنگی باشیم تا تفییر و اصلاح اساسی » بدانگونه 
که باید صورت گیرد و کتابهای‌درسی بر اساس آن نظام تدوین‌شود . 


دفتر تحقیقات و برنامه‌ریزی و تاءلیف کتابهای‌درسی 


فصل اول - رابطه‌های طولبی 
فصل دوم - بردار 
فصل سوم - تبدیلهای مهم هندسی 


فصل چهارم - شکلهای فضابی 


۳ 


۳ 


۷۳ 


فصل اول 


رابطه‌های طولی 


۱- دابطه‌های طولی دد دا بره 
۱ عریف م می‌دانید که بين اجزای خطی هرشکل هندسی دابطه‌هایی می‌توان یافت که 
به اندازه‌های آنها بستگی ندارند » از آن جمله آن است که : درءتلت سه ارتفا ع همر م‌نده 
در دایره قطر عمود بريك وتر نیمساز زاویةٌ مر کزی مقابل به آن و تر است؛ و... 

کاهی رابطهٌ بین اجرای حطی يك شکل بر حسب انداژه‌ها است که با اعداد بیان می‌شو ند. 
۱ این کو نه رابطه‌های بین اجز ای حطی يك شکل هندسی را ۱ بطه‌های طولی 4 نامیده‌ایم » 3 
بادآوری می کنیم که : ۱ 

رابطه‌های طو لی رابطه‌ها یی هستند که بین اندازه‌های اجزای خی يك شکل هندسی بر قر ار 
باشند . 

در رابطه‌های طو لی آنچه به عنوان يك‌باره بل مطر ح می‌شود» اندازهُ آن باره‌عط است 
و بنابراین يك ءدد حقیقی است . 

در این فصل همه شکلها در يك صفحه معين ۶ قر ار دار ند. 


۱ قطعاتوتر دایره - هر گاه بروتری از يك_دایره » یا بر امتداد آن نقطه‌ای. 
مانند ظ (شکل ۱-۱) اختبار کنیسم ؛ سر 
بار هعطهای محدود ین نقطهةٌ ۳ و دوسر 
وتر را دو قطعة وتسر می‌نامیم . ما نند 
تطات ۳۸ و ۳13 از وتر ۸ و 
فطعات ر)]۷[ و (]1۷۲ ازقاطع (1۷])1. 

به‌همین تر تیب‌پاره حطی که از يك (شکل ۱-۱) 


نمطه ]۷[ بر دایره‌ای در نقطه 7 مماس شود . به عنو ان‌قطعة ممامن نامیده می‌شم د : ما ند 
مماس ۷۲ . ۱ 
بین انداژه‌های پاره خطهایی که از برخورد دو وتر : یا دو قاطع ؛ یا مماس و فاطع در 


دایره پدید میآیند رابطه‌هایی بر قرارند که در اين بخش‌آنها دا بررسی می کنیم. 
۷ قضیه -٩‏ هرگاه ده وثر از يلك دایره متقاطع باشند ۰ حاصل خرب اندازدهای دو قطعة 
پکی با حاصل‌ضرب انداژه‌های دوقطعه دیگری برابر است. 

برهای - دو دتر ره و (آی) از 
دایرةُ (1۸,()/) درنقطهٌ ۲ متفاطعند 
(شکل ۲-۱) . نقطه‌های ‏ و :) و 
همچتین نقاط 13 و 10 دا با خملهای ۵ لا 
زاست به‌هم می‌پوندیسم و ملاحظه 
می‌کنسم که در دو مثلث ۸ ۳) و 
(۱۳۱ . (شکل ۲) 


(۱ ۵۳ )جر ) جچت (ی6 معط مر و ۳ 
(چرا ؟) و بنا بر این : 


۳۵ ۳ 


اين قضیه را ب‌صورت زیر نیز می‌توان بیان کرد؛ ۱ 

هر گاه نقطه‌ای‌ما نند ۳ در درون يا در بروت‌دایره‌ای درنظر بگیر یی حاصل‌ضر با ندازره‌های 
دو قطعةٌ هر و تر با تاطم دایره که بر آن نقطه بگذرد مقداری است ثابت. 

بای ورگ ۲ وقتی که خطی گرد نقطه‌ای چون ۳ دوران‌کند و دایره‌ای چون (,0)) 
را در دونقطه گر و ۳ فطع کند . حاصل‌ضرب ۶ ۸ ۲۳ همواره ثابت می‌ماند . بنسی در 


شکلها ی سس ۳ . ۸۵ ۳ ۸ 
حب 2۷ ۵ص شست ۳ . 0 ۱ ۳0 ۸ 
0 2 

و 1۷ ۷ ۸ ۸ 
۱ ظ 

حاصل ضرب اندازه‌های دوقطعةً 

۳ تر های کذر نده بر هر له ۳ 1 ۳ 2 

در حقشت به‌وضع آن شطه بست شکل (۱-ع) 


به دایره 9 دار د له به‌امتداد حط شامل آن و به‌همین دلیل ار نفطه ۳ ثابت باشد. هر حند 
امتداد وتریا فاطع دایره تغییر کند. حاصل‌ضرب اندازه‌های دوقطعهٌآن تخیر نمی کند. 


اراین معدار نا بت بعذد‌هاً در تعر یف قوت لقطه نست به دابره استفاده می کنیم. 


۱ - قضیا ۴- هرگاه ازنقطفای ممای وقاطعی بر دایره سم کنیم+ مرب ادا( ممامی با 

حاصل شرب انداژه‌های درقطه قاطم برابر است. 

برهای- درشکل ۳۴-۱ ۱۲۵۸ ۲ ۸۳۸۵) جح (ن) م7 د 27/۳ ۳ م2 
۹ (۳۰۴۵ --۳۸۲) چب مج 

4 واسطا هندسی دوف پاده خط . 

و اسطه هندسی دو پاره عط؛ پارده عطی 

است که مر بع اندازَة آن با حاصل‌ضرب ۵ 

اندازه‌های دو باره خحط مسزپور مساوی 

باشد . ۱ 
دررابطهٌ فوق مر بع اندازة پاره‌عط 2 ی 

۸ با حاصل ضرب اندازه‌های دوپاره 

عط ۳۲3 و ۳ مساوی است. از این تن ۱-ع) 

روی گو پم پاره حط ۸ ۳ و اسطهٌ هندسی بین دوپاره عط (۳ و :۳6 است و فضيهٌ ۲ را به 

صورت دیر بیان می کنیم: 


قضیه_ گر از دشد نفطه عمامی ‌ فاطعی و دایره (سم شو ند (ند۶(۱ «ماسی 9سطله هندسی است 
یی ۱نداژههای ده قطیه قاطع. 


ف- برصفحه دایره‌ای به »سر کز () و بهشعا ع ۱۳ سانتیمتر نقطه‌ای مانند ۳ به فاصلهٌ ۵ 
سانتیمتر از مر کز دایره اختبار می کنيم؛ کوچکترین و بزر گترین وترهای دایره که ازنقطهٌ ۳ 
می گذر ند کدامند؟ اندارة هريك را تعیین کنید. حاصل‌ضرب اندازه‌های دوپاره خطی‌را که نقطة 
۳ برهريك ازاین دو دتر پدید می آدرد حساب کنید. 

۲- دایره‌ای به‌قطر ۲ -- 3] هر مفروض است. برامتداد این قطر ودرطرف‌نقطهٌ ۸ نقطهة 

۳ را جنان اعثار می کنیم که اگر از ان نقطه مماس ۳۲ را بر دایره رسم کنیم داشته باشیم: 
۸ -- 1 ؛ اندازه‌های پاره خطهای ۳۲ و ۲۸ و ۳ دا برحسب 1[ تعی نکنید. 

۳- دایره‌های () و () در دو نقطةٌ هر و 13 متقاطعند. از لفط 7 واقع برامتداد 13 4 دو 
مماس ۷۳ و ۳۲ ۷ را مود رن رسم کرده‌ايم. ابت کنید 8۳۳ - ۷۲۳[ و از آنجا نتیجه 

بکیرید که حط (] ۸ مماسهای مشترك دایره‌ها دا نصف می کند. 


قضیه های عکس 

4 قضیه ۱- پنج نقطه متمایز ۳ و هر و 8 و ر) و (] چنانندکه نقطه ۳ یا روی هردو 
باده عحط ]۸ و (]) است ویا در خار ج هسر دوپاره خط ولی برامتداد آنها مس باشد. ۱ گر 
(۳1 ۳:۰ ع- ]۳ ۰ ۸ باشد آنگاه چهارنقطه ۸ و ۲ و ی و (] بريك دایره واقعند. 


برهان_ درشکلهای (۵-۱ الف و ب) برسه نقطه ۸۸ و 13 و 6 که بريك خحط راست 
نیستند يك دایره می گذرد حط ۳6 بر 
دایره مماس نیست؛ زیرا درشکل (الف) 
امکان ندارد ودرشکل (ب) هم درصورت 
تماس» باید داشته با شیم : 


۳0-۵ 
که نتیجه می‌دهد ۲۳0-۰0 
داين خلاف فرض است. بتابرايین وط 
۳6 دایره را در نقطه‌ای مانند "(] متمایز (شکل اسه) 
از ز) فطع مي‌کند و "(] و (] همواره دريك طرف ۳ قراردارند. 
رز ۰ ۳۸ - (]۳ ۳6۰ 


ودر نتیجه (]۳ ۰ (]۵ ؛ ینی (] و "(1 بر یکدیگر منطبقند و بنا براین جهارنقطه ۵ و 13 و 
ر) و (] دوی يك دایره هستند. 


قضبه ۲- چپار نقطه منمایز 8 و ۸ و 8 و 6 چنانندکه ۳ بر امتداد 13 هر ولی دد 
تحار جح آن است و ۳۸۰۳۳8 ۳6:۲. آنگاه دایره‌ای که برسه نقطه هر و 3[ و ز) می‌گذرد 
بر ۳ مماص است. 

پر هان. بدیهی است که ۴ دز برون دایره گذرنده بسرسه نقطه ۵ و 1 و 6 می‌باشد. 
بنایراين ا گر ز۳ دایره دا در نقطه ۳ 
دیگر ر6 نیز قطع کند دار یم: ۸ 

۸۰۳۵ عد ,۳:۰۳ 

ودز شحه : "ید ۵( 
یعنی ی بر ر) منطبق است. ایسن شان 
می‌دهد که ز6] بر دایسره مماس است. 
(توجه کنید که ز) و آر) دريك طرف ۳ 8 
قر ار دار ند ). هکل وع) 


۴ 


مر لن 
۱- هريك ازعبازات زیرد اجان کامل کنید که باتوجه به‌شکل ۷-۱ استدلال درست باشد. 


۳4۸ 
) ۳۸ . ۳(  ]۲۳6,۰۳(( [۳ 11 ۳ ۰۰ 
۳۸ ۰۵ 


زو سا ناسین 
تست 


(۰۰.بح(] ۳ ۸ ) (س ۳۳ ۵ 9۵ 0 
ی گنه ۱ 


درنتیجه و] مم < ۰۰۰ گم بنابراین نقطةٌ 3] بر کمان 
حاوی زاوية ۰.۰ وابسته به باره حط ر)6 گر وافع 


(شکل ۷-۱) 


است. یعنی دایره‌ای که بر تقاط هر و ر) و ۰۰ 
می گذرد نقطهٌ ۰۰۰ را نیزشامل است. پس می‌تو ان گفت: 
فضیه : . 
۲ فضيهٌ ۲ را بااین روش ثابت کنید. 
۳- نفطهٌ 0 را در برون دایرة.(0(,]0)) در نظر کرفته و از آن نقطه خحطی رسم کنرد 45 
دایره را درنقاط هر و قطع کند و 3 ۸ -- ۳۸ باشد. ایا مسئله همیشه جو اب دارد؟ مجموعة 
نقاط 10 راچنان تعیین کنید که مسئله‌جو اب داشته‌باشد. ا گر ه] < ۵ ۸سانتیمترو ۳()< ۱۶/۵ 
سانتمتر باشد؛ اندارهٌ و تر 1 هر دا تعیین کنید. ۱ 
۴- دايرة ((],6)0 و نقظهٌ ۳ در برون‌آن مفروضند. می‌دانيم که فاصله‌ی‌ای نزدیکتر ین 
و دورترین تقاط دایره به‌نقطهٌ ۳ به ترتیب ۶ و ما سانتیمتر ند. اندازة شعاع دایره و اندارة 


مفاسی راکه ازنقطةٌ ‏ بردایره دسم می‌شود تعیین کنید. 


1 قوت نقطه اسبت به دایره - در بخش قبل ابت شد که اسر نقطه‌ای سانند‎ - ٩ 
درصفحة يك دايره ۳ بگیر یسم و خحطی غیر مشخص از این نقطه بگذرد و دايرة را در دو‎ 
نقطه مانند هر و ۲ فطع کند. حاصل ضرب دو قطة قاطع مقدادی است ثابت و بد وضع فاطح‎ 
بستگی ندارد (شکل ۸-۱) ْ یعنی! گرقاطع مزبور کُردلقطةً ۳ بگردد. حاصل‌ضرب‌اندازه‌های‎ " 
دوقطمه واقع بر آن تغییر نمی کند و درهرحال يك‌عدد است. و می‌نو یسیم:‎ 


مقدار ثابت ۰۳۱ ۱۲۸ 


حال نقطة "را آغاز ونقاط تقاطع 
دایره را باعطی که از آن نقطه‌می کذرد 
به‌تر تیب پابانهای دوفطعة قاطع درنظر 
می گیر یم» بعنی اندازه‌های دو قطمة‌قاطع 


را با توجه به‌جهت آنها مورد توجه 


قرار می‌دهيم » در این صورت ؛ (شکل ۱د) 
۳۸۰۳ ۰ «قوت نقطةٌ ۳ سبت به دایره6 » نامیده می‌شود و آن را با نماد 8 نمایش 
کی ۳2 

جنان که ذ کز شد قوت هر فطةه مفروض ۳ سبت به دايرة 6۶ مقداري است ثشابت, و 
عددی است که ممکن است مثبت یامنفی با مساوی صفر باشد. زیرا اگر نقطهً [ در بسرون 
دايرة ر) انعتیار شود دولقطهةً تقاطم دایره با هرعط که‌از آن‌نقطه بگذرد در يك طرف نقطه 
۳ واقع می‌شو ند(چرا؟)؛ و اگر قطةٌ ۳ آغاز قطعات قاطم اختیار شود دو قطعة قاطع نسبت 
به این آغاز باره‌عطها یی هم جهت خو اهند بود و بنا براین انداره‌های چیری آنها اعداد هسم 
شا نها ند (هر دومشت يا هردو منفی ) در تیه ۳۳ ۸۰ علقی. اهست: همتتت. 

بههمین تر تیب‌می تو ان ملاحظه کرد که اگر نقطة ۳ در درون دايره باشد ۸۰13 <]عددی 
است منفی. 

در حالتی که نقطةٌ ۳ بردایره واقع باشد» اندازة یکی از قطعات قساطع؛ ( یا اندازهةٌ هر 
دو آنها ) صف و در نتیجه قوت آن نقطه نسبت به دایره صفر است. 

نا براین درحا لت کلی می گو بیم: 

قوت هرنقطةٌ 0[ از صفحةّ يك‌دایره نسبت به آن دایره حاص‌ضرب اندازه‌های جبری 
دو قطعة ه رقاطعی ات نز بر آن نقطه بکذرد. قوت نفقطه نسبت به‌دایره؛ به وضع فاطع -۳ 
ندارد و تا بح وضع نقطه نسبت به دایره است. 

قوت هر نمطة واقع برصفحهٌ يك‌دایره سبت به‌آن دایرهی برحسب آن که نمطه در برون 
دایره با در درون آن یا بردایره داقع باشد. عددی مثبت یا منفی ی-امساوی صفر است. نی 
! کر دايرة ۲۱ «(6)ر) و نقطة ظ وافع بر صفحه آن دایره را در نظر بکرم 360 سوت لفط 


0 سیت به دايره ) با شد : 


۰ ۲ج !] 0۳۴۶ 
هم 11-۲ -- ۲ () 


0۳۱۸ ۳ 0 


۱ - محاسبلا قوت نقطه نسبت #دایره - گفتیم که قوت هر نقطه از صفحهٌ يك دایره‌نسبت 
بد آن دایره به وضع فاطع درنده از آن نمطه بستگی ندارد و مقّد ار تا بتی است. یعنی وقتی 
قاطع تغییر می کند و گرد شطهٌ ۳ می گردد؛ اندازه‌های دوقطعةٌ آن تغیبر می‌کنند اما تغییر آنها 
به صورتی است که حاصل ضرب آنها تغییر نمی کند. اما اگر لقطةٌ ۳ درصفحه جا به‌جا شود 
این مندار ثابت نخواهد ماند و بدهمین علت گفتیم که قوت هر نقطه نسبت به دایره مفروض 
با جا وموقعیت آن نقطه نسبت به دایره بستگی دارد و هرنقطه نسبت به دايسرة مفروض قوت 
معین داز د. 

فرض‌می کنیم فاصلهٌ نقطهٌ ۳ از مر کز 
دار ((6)0,1 مساوی 3 باشد 
(01< ۳()< (۳) دد این صورت اگر 
قاطعی دا که ازمر کز دایره می گذرد و 
دایره را در زر و (] قطم می‌کند وسله 
محاسبهٌ قوت نقطه ۳ نسبت به دایره‌قرار 


- ۳13-0 .۰ ۸ 
درصودتی که نقطهٌ ۳ بردایره واقع باشد» قوت‌آن ۸ 
سبت به دایره صفر است و در این حالت 1-1۲ و 
بنا براین می‌توان نوشت: ح 
۲ ۱ 5 
- 0 < هو ح ۲ (شکل ۱۰-۱) ۱ 


وس به‌طور کلی: 
فوت هرنقطه نسبت بسد يك‌دایره بد شا ع 6 که فاصلة آن از مرکز دایره مساوی 8 باشد 
سادی ۲-1۲ است. یعنی: 


(0۳ -1) سل 


این دستور کلی تأیید می کند که : 

قفوت هرنقطه نسیت به يك‌دایره برحسب آن که‌آن نقطه دربرون يا در درون با روی آن 
دابره باشدء عددی مشت با منفی ۳ «ساوی صفر است (جرا؟) ۲ 

مثال - دابرة (620,۶ و نفاط ۲ و ]8 را درصفحهة آن‌چنان اختنارمی کنیم که ۸( 
و ۴-- )۷ باشد. در این‌صورت: 


و 1۲2۶۴-۳۲۸ ۳0۲ ع 
۲۶ - ۱۶ص 13 - 00۲ اه 


و اگر 626[ فرض شود :. ۳۵۰ - ۱۷0۲-1۲-۳۶ سا 


لمر بن 

۱- هر يك از عبار ات زير دا چنان کامل کنید که يك گزارةٌ درست حاصل شود. 

ب قوت هر نقطه داقنع برصفحة يك دایره نسبت به آن دایره با يك... بیان می‌شود. 

ب قوت هر لفطهُ واقع بر صفحةٌ يك دایره نسبت به آن دایره درصورتی که آن نقطه در 
برون دايره باشد: عددی است ... 

- اگر قوت يك نقطه نسبت به دایره‌ای مساوی صفر باشد آن نقطد... 

فقوت يك نقطهٌُ و اقع بر صفحةٌ يك دایره به شعا ع ۴ نسبت به آن دایره ۱۶-- است » 
ان مطه... وافع است. ۱ 

۲- قوت مر کز يك دایره را نت به آن دایره حساب کنید. 

۳- مکان هندسی نقاطی از صفحهٌ يك دایره را کد نسبت به آن دایره بد يك‌قوت مفروض 
می‌باشند تعیین کنید. .. ۱ 

۲- در نبمدایره‌ای به‌فطر 0 ۸ دو وتر دلخواه ]8 ۸ و ۷[ را که در نقطهٌ ۲ متقاطعند 
در نظر می گیریم ؛ ثابت کنید [13 19۳۰ ۳۰۸۷۲ ۸ مقدار ثابت دارد و با تغیبر وترها 
۱ زوابط طولی دد مثلتث 
0 بادآوری رابطه‌های طو لی در مثلث قائم‌الز اویه - رابطه‌های طولی بیناجز ایمثلث 
قائمالزاویه را قبلا" مط لعه کرده‌ایم. د این بخش‌تنها به یادآوریآنها می‌پردازیم: 


۱ ۸ قضیا. در هرمتلث‌قا نمالزاویه: مربعا نداز؟ مر قائمه پرابراست با حاصل‌ضرب 
دتر در تصویر قائم همان ضلم بروقر. 
یعنی ا گر مثلت130 ۸ ۰ (شکل۱۱-۱) 


در دأس هر قائم الزاویه باشد و اندازه‌های ۸ 
اضلا عمقا بل‌به سه دأس ۸و3]وی) دا بهترتیب 0 
هً 
با و و و و م نمایش دهیم و :1۱6 | ۸۲۲ 
‌ ۳ 9 
۰۲و < ام و آ[). و9۲ 
به بیان دیگر: ۱ (شکل ۱۱-۱) 


در هر عتلت قائمالزاویه هرضلع (اویه قائمه داسطه هندسی است بیین وذ-ر و تضویر قام 
همان نله بر اقره 


۲ فضیه‌فیثاغو رس ددهرمشلث‌قا نمالرادیه مربعانداز؟ وتربا مجموع عربعجای انداژه‌های 
در ضلع (ادیة قائمه مساوی است. یعنی: 


۸/ 
۲۲و[ ۲ هت ( ٩۰1‏ شش ۳ 


9٩‏ قضبه قضیه در هر د قائمانراویه عربم ااخفا غ نظیر وثر با حاصل‌ضرب ده قطمای ک 
جرا قر پد ید هیآ ود مصاوي اعنته یعمی : 


۸ ۱ 
۴ -< ۸۲۱ جح (۳6 ز ۸۲۲ ود 2۹۰ ۸ ۸۸/۰ ) 
به بیان دیگر : 
دز هر عثلث قا نما لزاویه قفا غ نظیر وقر واسطهة هندسی است بیی ۹ قطعه وثر. 


" ۵.۳.۱ قضیه - دد هر مثلث قائم‌الزادیه انداز؟ میانة نظیر وتسر نصف انداز؟ دقسر است . 
پسی : 
۳ ۰ 
۲۷ هر جست (۷۲,)- ]۲ و ۸-4۰ ۸۲34/۰ ۸) 
۳٩‏ قضیه - ددهرمئلت قائمالزاویه انداز؟ ضلع مقا بل‌به زاویه ۳۰۳ مساوق ذصف. انداز؟ 


09 ۸ ۸/ ۳ 
نت ۸0-60 چس (۳۰۳- 13 د ۵۸۵۵:۵20۰) 


۸ قضیه - در هر مثلث قالم‌الزادیه حاصل‌ضرب دوضلم زادیه قائمه برابر است با حاحل 
ضرب وقر در ارقفاع وادد بران. یعتی: 


۸ 
۸۲۲۰6 <-/) ۸۰۸ ج- (۳ ز ۸1 د ۸-٩۰‏ :۸۰ ۸۸) 


رابطه‌های طولی در مثلث غسر مشحص 
۸ -قضیا!- مربع ضلع مقابل به زاویحاده از هر مثلث برابر است با عجموغ مربمهای 


ده ضلع دیگسر منهای ده برابر حاصل‌ضرب یکی از ایسن دو ضلع دد تصویر دیگسری بر 
۸ 
یعنی اگر در مثلث 196 ۸ ۲>۹۰۲۰۰ 
و ۲3 ۸ و 4,۳۱ ارتفاعهای نظیر دو رأس 
هون) باشند . (شکل ۱۲-۱) : 
۲۵۰7 - ۲-0۱4۲ (۱) 
-- ۷-0۲ (۲) 
پرهان _ در مثلث قائم‌الزاوية )۲۲ (شکل ۱۳-۱) 
بنا به قضباٌ فیثاغورس ]+61۱۱ ار[ اما 911 - و ]61 و در «ثلث قائمالز اوبة 
۸17 دادیم: ]۳ -- ۸۲۲۲-6۲ » بنابراین: 


4۵۲-۲ ۲(۲(] --ه)-ت وا 
1۲۱۳۱۲۲۵۸۰۱۲۲٩۵۲ ۲‏ ۲و حد ۲و 


)۱( ۲-۵۲ ۱-۰۳ 


اگرجای و و 6 را دربرهان بالا باهم عوض کنیم نتیجه می‌شود: 
]۲-۲6-۲۵۰۳ (۲) 


۸ قضیلا ۲- حربح خدع حقابل به(اوية حنفرجه مثلث برابرامست بامجموع هربعهاق‌دوضلم 
دیگر به علاوة دبرابر حاحل‌ضرب یکی زاین «دضلع د«تصویر دیگری برهمین خلع. 


۸ ۱ 
یعنی اگر درمثلث ,۲36 ۸ ۰ ۹۰۲ و ۸۲ و ۲3) ارتفاعهای نظیر دوراس رون) 


۱ 


باشند» (شکل ۱۳-۱) 
و6۲4 < اط 
۲ ۱۲-04 
قضیه را باتوجه به‌شکل با برهانسی م 
مشابه آنجه در فضية قبل دیده‌اید» ثابت 


(شکل ۱۳-۱) 
وجه ۱- حکم قضیه ۱و۲ را می‌توان به‌صورت زیر نوشت: 


1 . 6۲18۲-۲۲9 ۲ 
لوجه ۲- با توجه بهاینکه درمثلت فائم‌الزاویه ۸1913 دادیم 9ومو.ی -1] 
۷ 6.2 - --1(]1 رابطهٌ فوف به‌صورت زیر نیز بیان می‌شود: 
۲۵ ۲و1 امسه | 
لوجه ۳- ا کر زادیه ژ] در دو قضیه اخبر قائمه فرفی شودانگاه []13 و "1313 صفر 
می‌شو ند و دار یم: 


۱ 


نمر بن 

۱- اندازه‌های دوضلع ازيك مثلث ۸ و ۱۲ سانتیمتر وراویةٌ بین‌آن دوضلع 8۰۴ است. 
ضلع سوم ومساحت وارتفاعهای مثلث را حساب کنید. 

۲- درمثلتی انداره‌های دوضلم ۱۵ و و ۲۵ و[ سانتیمتر واندارهة زاویهٌ بین این دو 
ضلع "۰ ۵!است. ضلع سوم وارتفاعهای مثلت را حساب کنید. 

۳- ثابت کنید مجمو ع مر بعهای انداده‌های اضلاع هرمتوازی الاضلاع بامجمو ع مر بمهای 
اندازه‌های دو قطر آن برابر است. 

۴ اگراندازة يك زاویه ازمنلشی *۰ ۱۲ باشد. بین اضلاع آن چه رابطه‌ای بر قر ار است؟ 

۵- ثابت کنید مجموغ مربعهای فاصلد‌های هر نقطهٌ واقع برصفحة يك مستطیل از دور أس 
مقا بل آن مساوی مجمو ع مر بعهای فاصله‌های آن نقطه ازدور اس دیگر مستطیل است. 

۶- اندازه‌های سه ضلع مثلثی ۱۰ و ۱۸ و ۲۴ سانتیمترند. انسدازة ار تفا ع نظیر ضلح 
بزر کتر را حساب کنید. 


۱۱ 


۱- محاسبه اجزای خطی مثلث بر حسب اندازه‌های سه ضلع 
۸ - محاسبلا ار تفاعها - اگرپاره حط [] ۸۸ ارتفاغ نظیر رأس ار ازمئلث ۸136 باشد 
(شکل ۰)۱۴-۱ در هلت فا ئم‌الز او یه ر6]] هر بنا به‌قضیه فیثاغورس: 

)۱( ۸] ۳۲-6" 


ازطرفی در ۸6 ۰۸ 
(6 ۲۵۸۰1۷ - او او ان چت 6۰۰3 /,) ۸۵ 
۲ ۲ ر ۲ 
وازاین تساوی اس( موز به دست ح 
۱ ظ 
می آ ید که اگر آن را درنساوی (۱) فر اردهیم خو اهیم 
داشت : 
‌ 8 
۲(ا6- و4 ۲و) 0 ۳ 
رآ ۲ ۱ 
۳9 ۵۳ ۲) (شکر ۱۴-۱) 


۱ از این تساوی اندازة ار تفا ع آ] ۸ برحسب اندازه‌های س‌ضلع مثلث به دست می آ بد ۱ 
اما این دستور را می‌تو ان به‌صورت دیکری که به تحاطر سیردن آن آسانثر است» تبدیل 1 
بر ای این منظور ملاحظه می کنیم که طرف دوم تساوی (۲) را بدصورت زیر می‌توان نوشت: 


(0۲(۷- ۵۲+ ط) - "دا ۴۵۲] چس-- ۸1۱۲ 

وچون عبارات داخل قلابها تفاضل دومربع است : 
[ ام اهاط - و۲۵ ][ و که +۲۵۵ ]-- ۸13 
هنوز هريك ازعبار تهای داخحل قلا بهارا به‌صورت‌زیر به‌تفاضل دومربع می‌توان تبدیل کرد: 
[؟( -و) - ]۲-6۲1 (و 4 ه)]جس - ا۰۹۰ 


(( - ه) -ه][(ظ -ه) جع[ - + ه][ن + ط + ه] چ-- 17 ۸ 


| کررمحیط مثلث را با ۲0 نمایش دهیم؛ ۳۵ -< +4 و واز آنجا : 
0-6 ۲ ح-م - وبلاق و ۲و۲ و[ سوب و ۲0-۲۵ و - 64 


وبنایراین می‌توان نوشت: 


۸1۱ ۲ 0) ۲ 6 - ۲۵()۲ 0 - ۲()۲۳ - ۲۵( 


9 


۳۴ 
(0 - 0)(ظ - ۵()0 - 0)- "۵11 


هريك از عبارتهای داخل پرانتزهای طرف دوم تساوی اخیر يك عدد مثبت است(چر ا؟) 
پنا بر ا, ین حاصل ضرب #۹ عدد مثبتی است ور ؛ ۳۳ دارد. لدا ارتفا ع نظیر رأمی ۸ از 


( --0) (و س )(-۲)0/ ۸3 ت (۱-- ۱) 


اندازه‌های ار تفاعهای و اردبر اضلاع يك مثلث 6 ۸ دا به ترتیب با نمادهای و و« 
و ,و] نمایش می‌دهیم؛ اگردررابطةُ فوف جای و حرف دا جایگزین که و به‌دست‌می آیدو 
به‌همین تر تیب ا کر درهمان دستور جای و حرف 6 دا جایگزین کنیم و[ مشخص می‌شود. 


۱ - محاسیبا مساحت مثلث - چنان که می‌دانيم اگر مساحت مثلث 26 هر را با ٩‏ نمایش 


دهیم : یا هرت 5 و اگر م] دا اردستور (۱--۱) دراین تساوی قر اردهيم. خر اهیم‌داشت: 


(م-ع)(ظ -و)(و-و) 5-۷ ۱ (ا-۲) 


این رابطه را به‌عنو آن دستور 1۱-۱۰۳0" در مساحی آبه کار می بر یم - 
مثال ۱ - در مثا" که اندازه‌های سه ضلم آن بر حسب سانتیمتر م۸ عد و وق در[ 2-۱۱ 
باشد 0-2-۱۲ و ۴ و -و و ۷عو و و ( دی و و بنابراین مساحت مثلث 


۱ ۱-2 ۷۷ ۴( ۷۱۲ عد 5 سانتیمترمر بع‌وسه‌ار تفا ع آن‌بر حسب‌سا نتیمتر ۲۱ اس ,,1] 
۸ 
و 0-۲۱ و ۱ | است . 


مثال ؟- درمتلث متساوی‌الساقینی که قاعده آن و و اندازة هر يك از دوساق آن و[ باشد : 
۴۱۲-۲ 5-7 و ابد‌از وهای ار تفاعها پر چستب اضلا ع مسلمت» "2 ۱۲| ۷ وط ۴ 
9ص 3 

مثال - در متلث متساوی‌الاضلاعسی که اندازة هسر ضلع آن ع باشد, خ-- م و 


۱۳ 


۲ 
جع - 9 < و هو عد و - و ودر تیجه‌ساحت مثلث ۱/۳ .۶ - 5 و همريك ار ار تفاعهای 


1 2۳ (چر ا؟). 

مسثئله- زمینی است بعشکل چهاد ضلعی که اندازه‌های چهار ضلع‌آن در (شکل۱۵-۱) 
داده شده‌اند. اندازة قطرع) ۸ را به‌علت‌وجود موانم 
وساختمان با اند ازه گیری‌نمی تو آن‌تعیین کرد. بر ای تعبین 
مساحت زمین براضلاع(0 2 پارعطهای 0۸۵-۳ 
و ۵ ر6(] متر را جدا ینکیم 62 ۸ مرازی )۸ 
می‌شود وفاصلةٌ دونقطه "ز) و هر دا اندازه می گیریم 
که مساوی#متر است. حال ملاحظه می کنیم که: 


5 ۶ _ شآ __ )۸ 
۸-۶ چ- ۵ 0۱ ۸۱0۲ (شکل بمه) 


اگر مساحتهای دومثلث ,۸136 و ۸6 دا به ترتیب ,5 8.9 بناميی با معلوم بودن 
اضلاع مثلئها ن ۷/۸۸ ۴ عد ٩,‏ و ۱۴ 52۷۲ به دست می‌آید و در نتيجه مساحت‌زمین 
با نقریب کمتر از يك دسیمتر مر بح به‌صورت زیر به‌دست میآید:: 
٩-5, 415 ۶۵۸‏ 


نمر.بن 

۱- انداره‌های سه ضلع متلأی ۱۲ و ۱۵ و ۱۸ سانتیمترند » مساحت و ارتفاعهای آن را 
تفت کت 

۲ مساحت مثلث متساویا لسافینی ۷/۳ ۱۶ سانتیمترمر بع و اندازة هرساق آن ۸ سانتیمتر 
است. قاعده و ارتفاعها و زاویه‌های مثلث را حساب کنید. ۱ 

۳ زمینی است به شکل چهار ضلعی گوژ که اندازه‌های چهار ضلع متوالی آن ۳۲۲۴ 
و ۲۰ و ۲۸ متر است و دو ضلم اولی آن بریکد یگر عم‌ودند. مساحت رمین را تعینن کنبك. 

۴- دو فاعدة ذور نقه‌ای ه تر تیب ۷ و ۲۸۸ سانتیمتر و دو ساق‌آن ۳و۴, ۲ سانتیمتر است. 
ذوزنقه را دسم کنید و مساحت آن را حساب کنید. 


۵- ثابت کنیدساحت هر مثلت قائم‌ا لز او یه در ر اس هر از دستورهای زیر به‌دست می آید. 


(»- 0)(ط -و) --(و -م)م --5 


۱ محاسب میانه‌ها - در مثلث 1861 ۸ (شکل۱- و ) میانة ]۸۷ دادسم‌می کنيم. 


از دوی شکل دیده می‌شود که : 
۲- 0۱۱۲ +۲۸ جت 7۸964۰7 
+110۲ +۸۱۲4 او جت ۰ ۵۸۷]0<1 7 


۸ 


اما < )6 -- ]191 است. .بنا براین: 


(۱) + 


اد (۲) 1 
(شکل ۱۴-۱) 
رد چون این دو تساوی را عضو به عضو با هم جمح کنیم خو اهیم داشت: 
1 
۱۱۸۵+ وا ۳( 
بعی : 


قضیه - در هر مثلث مجموع مربمهای هردو خلم برا پر است با «د برابر مربع ميانة نظیر 
ضل‌سوم به علاود نصف مرب ضلع سوع. 
ار تسادی (۳) نتیجه می‌شود : 
"و (46۲ )۲ - ۷۲ ۸ ۴ 
و اگر میانة نظیر ضایع چ از مثلث را با نماد یور نمایش دهیم خواهیم داشت: 


«ِ_ِسِِ‌حل۹۵۹٩ة2آب‎ 


46۲-۲ :)۲ رت (۳-۱) 


هر گاه در اين دستور و رابه و و و را به و تبدیل کنیم دستور مسربوط به محاسبهٌ و0 
حاصل می‌شو د و با عوض کردن جای ع و م دستور محاسة 6 بدست می آید. 
اگر تساویهای (۲) و (۱) دا با فسرض 6<<وا عضو به عضو از یکدیگر تفریق کنيم . 
نحواهیم داشت: 
هد ۲ - "ظ 
بنی : ۱ 


قضیه - در هرمثلث تفاضل مربعهای هردوضلع برابر است با دو برابر حاصل ضرب ضل‌سوم 


۱۵ 


دد تصویرمیا نة نظیر ضلع سوم بر آن خلع. 


مر بن ۱ 
۳ اندازه‌های سه ضلع مثلثی و ۱۴ و ۲۲ سانتیمتر ند. سه میانة مثلتر ا حساب کنند. 
کوچکترین میانه نظیر کدام ضلع است؟ 


۲- اندازه‌های سه‌یانة متلثی برحسب سانتیمتره۱/ ۲ و ۲۷/۳۱ و 1۷۴۶ ۲ می‌باشند ‏ 
الا ع مثلث را حساب کنید. 

۳- اندازه‌های میانه و ارتفا ع نظیر رأس ار از مثلثی به ترتیب ۵ و ۴ سانتیمترند و ین 
ابدازه‌های سه ضلم مثلثرابطة "و ام او[ بر قر ار است. سه‌ضلع متلترا ساب کند. 

۴- ثابت کنید مجمو ع مربعهای اضلاع هرچهار ضلمی برابر است با مجموع مر بعهای 
دو قطرآن چهار ضلعی به علاوهٌ چهاد برایر مربع پاره حطی که وسطهای قطرها را به‌هم وصل 
می کند . 

۵- ثا بت کنید مجمو ع‌مر بعهای دو قطرهر چهارضلعی گوژ مساوی دو برابررمجمو ع مربمهای 
باره خطهابی است که وسطهای هردو ضلم مقا بل چهار ضلعی را به‌هم وصل می کنند. 

۶- ثابت کنید مجمو ع مر بعهای سه میانةٌ هر مثلث مساوی مجمو ع مربعهای اضلاع آن 
مثلت است . 

۹ محاسبا نیمسازهاه قلا" ثابت کرده‌ایم که نیمسازهای هرزاوية مثلث ضلع مفا بل 
بهآن زاویه را به نست اضلاع زاویه تقسیم می کنند . 

حال ویژ گیهای دیگری از مثلث را ثابت می‌کنيم که در محاسبةً نیمسازهای زاویه‌های 
متلث بر‌حسب افسلاع آن از آنها استفاده می‌شود . این وید گنها را با قضابای زیر بیان 


می کنیم : 


٩‏ قضیا ۱ - «< هرمئلث ۰ مربع فیمساز هر ژاویه درونی پرابر است با حاص‌ضرت دوضلع 
اد زاویه منهای حاصل ضرب دوپاده خطی‌که آد یمسا( برضلم سوم پدید میا ورد . 

یعنی | گر در متلت30] هر (شکل۱- ۰۱۷ 
پاره‌خط (]۸ نیمساز زاویهةٌ درونی 6 باشد: 


۰6( --/)۸ ۸۲۰ ۲( ۸ چا 
برهات - دايرة محیطی مثلث دا رسم با 
می‌کنیم » ا گر امنداد (]۸ این دایره دا در ام 


۸۵ 


۱۶۶ 
ره (شکل ۱۲-۱) 


1 )۲ نطم کند و نقاط 13 و (1 ر | به‌هم وصل کتیم : در دو مثلث "(]3] کر و 6( ۸ 


می‌توان نوشت: 
(۸1 ۸ ۱ 2۵22۵ 
2 


از این اسب حاصل می‌شود : 
۸۱۰ )۸ .]۸ 
و چرن ۸0-۸000 : 
ر (1(1 +۲۸۱ ۸ ععر) ۸ ۰( ۸ 


(۸]۱(۰](1 +۰ ۲(] ۸ ع<ر) 13۰۵ ۸ 
اما ز6(] ۰( < "(۰](1(] ۸۸ (چرا؟) 
6 1(۰ --ز) ۸ر۰(] ۸ -- "(] م۸ 


۱ قضیا ۳ - در هر مثلث؛ مربع نیمساز هر زاوية بردنی برابر است با حاصل ضرب ده 
پاره خطی کهآ ن نیمساز پرضلع سوم پدید میآددد منهای حاحل‌ضرب دوضلم ان زادیه. 
یعنی اگر دد (شکل ۱۸-۱ 
ر6 ۸ < ]۸ و (ه نیساز زاوية 
ز6 ۸ »2 باشد: 
۰۸ ۸ -۱) ۰ (] 1۲ 
برهان - با توجه به شکل برهان 8 
را به صورت‌زیر کامل کنید: 
امتداد نیمساز زاویهٌ ز6 ۸رد دایره (شکل 1۸-۱) 
محیطی مثلث را در نقطةٌ ]1 قطع می کند (چرا؟) » و ملاحظه می کنبم که : 


(۰۰.ح۸۸۸) حح (پن) مر ام و ۸6 ]۸-۸7 ,) 

دز نسیعه خحواهیم داشت: 
۰ ۸ 
۸" (]۰ ۷۲ ۸ -ر) ۸ ۰(] ۸ ۱ 7 


با توجه به برهان قضیهٌ قبل برهان را ادامه دهید. 


۱۲ 


نمر.بن 

۱- اگر مثللی متساویا لساقین باشد ‏ از قضیةٌ ۲ چه نتیجه‌ای حاصل می‌شود؟ 

۲- دز مئل ۸۰۰ و ضلم ۲۳ و سانتیمتر و اندازة پاره‌عط و که 
نیمساز زاوية درونی کر برضلم ر6] جدا می کند ۸ سانتیمتر است ؛ اولا با فطرض 6< و 
متلث دا رسم کنید . به فرض 6 << و[ در کدام قسمت از رسم مثلث نیاز دارید ؟ ثانیاً اندازه‌های 
اضلاع و راویده‌ای مثلث و نیمسازهای زاویه‌های درونی آن را حساب کنید. 


۵ ستور محاسه نیمساز های زاو به‌های درف نی مثلث - می‌دانید که نیمساز هر زاوبه 
دروبی مثلث برضلم مفا بل آن زاو یه دو باره نحط ۸ 

متناسب با دو ضلع زاویه پدید می آورد » پس اکر 

در شکسل (۱۹-۰۱) پاره حط ( نیساز ‏ / ظ ح 

باشد : 


)1(_ (+۲8 ۸۵ 
۳ 6 08 ۸ ۲ 


(شئل 1۵۹-۱) 


مها 2 
و در نتیجه: حد ق] ([ و به همين تر تیب : . -- (]ر) 
: ‌« 


٩1-6‏ را 
به دست می آید. حال اگر در رابطهٌ 


بآ ۸۲۲۸۲۰۸0-۱۴۰ 
به حای این ده باره حعط اندازه‌های آ نها را بر.سحسب اضلاع فر از دهیم . حواهیم داشت : 


26 


۸ (۲-106 -- 1-0 


از این دستور اندار6 نسمساز زاوبه درو بی 4 از متلي بر چسبت انداره‌های سه ضلم 1۹ 
سین مي‌شو د. اما این دستوز را به‌صور تی که به حاطر سیردن آن‌سهلتر اسیت می‌تو ان تبدیل کرد. 
برای این منظور طرف دوم تساوی بالا را به صورتهای زیر تفییر می‌دهیم: 


--[۵۲- ۲( -+ظ)] ۱۳ ۹ ِ 
۰ | 6 << (۸ 


۳9 6 )(و لدم سل و[) سس 0-1-6 تِ 


۱۸ 


با ملاحظه آن که 0 - ه 4+04 را و ۲0-8<- ۲+ است ۰ ار انداره 
تیمیساز زاو بة درو نی ۸ از مثلت ر۱ با نماد 1۳ نمایش دهیم خواهیم واشت : 


(۵ -0 ۵۷ ۲ج سم -. (۱ -- ۴) 


با تبدیل دودی ج به ط و و به ع و 6 به و دستورهای محساسبةٌ ول و .0 حاصل 


می‌شو د. 


بر ای تعیین یمساز زاو به برونی رس ۸ از متلت با استفاده از فلضةٌ ۱ و با 
ما له ان که این سمساز برضلع ۳۱4 دو باره‌حمل یه اندار وهای: 


(با فرض 6 <رو]) پدید می آورد » دستور : 


۳ ۱ 
(۵-۵)( ۲ج ,0 


و در حالت کلی؛ از آن‌نظر که در مثلث گاهی << و[ و زمانی ی 
است ۰ آن را ب‌صورت کلی زیر درنظر می گیریم : 


۱ 5 ۳ 
)۵ -۱( 4 0 


5 تبدبل دوددی و دود دی به یکد یگر دستورهای محداسةً 9 و 1 حاصل مي‌شو د. 


باشند » اندازه‌های بمسازهای زاو به‌ها به‌این صورت محاسبه می‌شو ند : 


مس ۳ 6 ۲۵ رل 


۱۹ 


و اکر به همین ترتیب عمل کنید خواهید دید که : 
۴۸ 


فش یه ۰ ام 
۲ 
رل و ۳ 0 و سب ده 


۵ 


مر ین 

۱- آنداره‌های سه ضلع مثللی برحسب سانتیمتر ۱۲ و ۱۵و ۱۳ می‌باشند » اندازه‌های 
یمسارهای زاویههای درونی و بردنی آن را حساب کند. 

۲-اگر ٩‏ مساحت يك مثلت ثائم الزاویه و , و ,"0 اندازه‌های نیمسازهای زاویه‌های 
درونی و برونی رأس قائم آن باشند ؛ ثابت کنید: ۱ 
ار ان ۲۳۳۳ 

۵ ۴ او ه 

۳- اندازه‌های نیمسازهای زاویه‌های درونی و برونی رأس قائم مثلث قائم‌الز اویه‌ای را ۱ 
که اضلا عزاو یه قَائمهٌ آن ۱۲ و ۵ سانتیمتر ند» حساب کند. 

۴- ثابت کنید اگر در مثلئی ۴96 مت ای - ۲و[ » (با فرض << وا) باشد » بين مساحت 
و اندازه‌های‌نیمسازهای زاویه‌های دزونی‌وبرونی رأس ر دابطهٌ ,0,۰0 --5 برقراد است. 


۵- در مثللی که اندازه‌های دو ضلع‌آن برحسب مانتیمتر ۱۰ و ۸ و زاوية ین‌آن‌دوضلع 


"0 باشد » نیمسازهای زاویه‌های درونی و برونی بین این دوضلع را حساب کنید. 


۰۹۸ محاسب شعاع دایر6 محيطي مثلث - اندازة شعا غ دايسرة محیطی مثلث را برحسب 
اندازمهای اضلاع آن با استفاده از قضيةٌ زیر تعیین می کنیم ۲ 

قضیه - حامل‌ضرب ددخل اذ هرمثلث برابر است با حامل‌خرب قطر دایر؟ محیطی آد 
<د ارتفا ع وازد برضل موع. ۸ 

پبرهان - در شلث ۸۳86 (شکل 
۲۰-۱) ارتفا ع ۲ مد آن قطر از دايرءة 
محیطی را که از رأس ۸ می گذرد یعنی قطر 
۸( دا رسم می کنيم ونقطه ۷8 را به‌نقطة 
3 وصل‌می کنیم. در دومشلث ر۲36 و۸11۷ 
خواهیم داشت : 


بناً بر این ۳ 


1 تلد ظ۸ 

7 ۷۰ ۸ --) ۸ ۲۱۰ ۸ جب مم- و 

ا گر شعا ع دايرة محیطی مثلث را ۳ 8 نمایش دهیم ء از این رابطه تحو اهیم داشت: 
۸ مه 


۲ 7 
و جون دز هرمتلث دمح و( است » شعاع دايرةٌ بحیطی را برحسب اندازه‌های اضلا ع آن از 


دستور زیر تعیین می کنیم : 
م۳۳ (۲-۱) 


مقال -٩‏ در متلثی که اندازه‌های اضلاع آن ۲۴ و ۳۰ و ۳۶ متر باشند : ۴۵ج و 
۳ 5-۳۵ ر‌ شعاع دايرة محیطی ِ#-+--_ 1 استا. 
۷ 


مثال ۲-در مثلت فائم الز اویه‌ای که اضلا ع زاويةٌ قائمه آن و و ی باشند » مساحت: 


۱ 
0 5 
و بنا بر این شعا ع دايرة محیطی 4 
2 2۸06 
:۱ 
۲ ۲6 


است. یعنی : شماع دایرة محیطی‌هر مثلث فائمالزاویه نصف وتر آن است. 
مثال ۳- در مثلث. متساویا لساقینی که قاعده و ساف آن برحسب سانتیمتر به تر تیب ۱۶ و 
۵ باشد» 2۸/۵۸ و 5۱۲۸ و در نتیجه شعا ع‌دایرة محيطی ۱۰ - ]٩‏ سانتیمتر 


است (حجر ا1). 
مر بان ۱ 

9- انداژه‌های س‌ضلع مثلشی ۴ و ۱۸ و ۱۲ سانتیمترند. شعاع دایره محيطي آن را 
حسات کنند. 


۲- مثلثی‌رسم کنید که اندازة يك‌ضنلع آن سه سانتیمتر و اندازة شعا ع‌دایر محیطیآن ۵ ۲ 
سانتیمتر و انداز ارتفا ع نظیر یکی اد دوضلع دیگرش ۱۸ سانتیمتر باشد. دو ضلع دیگرمئلت 
را حساب کنید. ۱ 


۳۱ 


۳- شعاع دایرژ محیطی‌مثلث قائم الزاویه‌ای را که مساحت آن ۴ سانتیمتر مر بع‌وا ندازة 
یکی از ار تفاعهای آن ۳/۳۶ سانتیمتر است؛ حساب کنید. 
۴- قاعدة مثلت متساوی‌الساقینی ۱۰ سانتمتر و اندارة هر يك از دو سای آن ۱۳ سانتیمتر 
است. اندارة شعا ع دايرة محیطی ۴ هر يك از ار تفاعهای میلت را حیات کنید. 


)۲۱-۱ محاسبا شعاع دایر؟ محاعای درو نی‌مثاث | گر در مثلت )۸۲3 (شکل‎ - 4 0٩ 
نقطة: (6 مر کز دایرة محاطی درونی دا به سه دأس‎ 
وصل کنیم ؛ مثلث به سه ملت ۸0 و ۸06 و‎ 
تقسیم می‌شود . ارتفاعهای نظیسر سه ضلسع‎ 6 
دب)۸ و ی)ز] این سه مثلثك پازه عطهای‎ 
و "0۲۱ و 1]() هستند که هر یلك شعا ع دايرة‎ 1 
محاطی درو نی»ثلث است (جرا؟) . بنا براین مسایعتهای‎ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
این سه مثلث ۲ و ص ۲ 90۴ در شححه 
۳ 


(شئل ۱-۱ ۳( 


میات 6 ۸4 ۸ : به‌صوز ت دیر است؛ 
ج(41-0 و ده)-5 


از تساوی شعا ع دایرة محاطی درو لی مثلث به‌ صو رت یر به‌دست می آ بد: 


‌ 
ست بت ۲ (۷-۱) 
0 


در شکل (۲۱-۱) دادیسم: ۳-۵ << ]هر ؛ وس ]]] و 601-۳ 
چرا؟ ۱ 
مثال -٩‏ در متا قائم‌الز اویه‌ای که اندازه‌های دد ضلع زاویةٌ قائمه آن برحسب سانتیمتر 


۲ د ۵ باشند » وتر ۱۳-- 4+0۲ و[ ۷ --و سانتیمتر و ۱۵< و ۳۰ دق و در نتیجه 
شعا ع دايرة محاطی دزو نی سب سانتیمتر است. 

مثال ۳- در مثلی که اندازه‌های اضلااع آن‌برحسب سانتیمتر ۰ ۱ و ۱۲ و ۱۴ باشند. نصف 
محیط ۱ عد وو سانتیمتر و ساحت 5-۷۴۱۶ سانتیمتر مریع و شعا ع دایرة محاطی درونی 
1 ۳ سانتیمتر است . ۱ 


۳۲ 


۱ (- «حاسبا شعاعهای دا یر ههای‌محاطی 
برو نی مثلث - اگر در مثلث ۸1960 (شکل 
۲۲-۱) نفطهٌ ,() مر کز دايرة محاطی برونی 
نظیرضلع 862 را به سه رأس‌مثلث وصل کنیم 
سه مثلث ,00,136 و ۵۸1 د )6۸ بر 
سه ضلم مثلث بنا می‌شو ند که در رأس 0 


مشتر کند . به آسانی می‌توان دید که مساحت (شکل ۲۲-۱) 
مثلث مفروض فزو نی مجمو عساحتهای دو شلث ,00 و 0,۸2 برساحت مثلث 0,86 


6 ند ,50 + ود .نع مور5 


1 رتفاعهای نظیر ر اس ,() ازسه مثلث هرسه شعاعی از دايرة محاطی برو نی نظیر ضلع ,136 
نس سل پس ار شعاع این دایره را با ۳۰ نماینش فر 1 از ساوی بالا حاصل می‌شود: 
۰( -0+ )5-2 
اما در هر مثلت 7-8 0 ۲ < و سم( است. بنا براین رابطهٌ با لا زا به‌صورت: 


٩ -)0-- (۰‏ 
می‌تو ان تبدیل کر د. ار این تساوی دسئور میحاسسة شعاع دايرة محاطی برونی مثلث نظیرضلم 8 


بدصو رت ۳ به‌دست می آید: 
حب ۱۱ ۸) 
۳ سس 


اگر در این دستور و را با و[ عوض کنيم ,۲ به دست می آید و به‌همین ترتیب ,۳ مشخضص 
می‌شود 5 

درشکل(۲۲-۱)دادیم: ]۸ ۸ ۴-۵ 01 و ان 
چر؟ 


مثال -٩‏ - در مثلث قائم الز اویه‌ای که اضلاع زاویةٌ قائم آن ۱۲ و ٩‏ سانتیمتر باشند» وتر 
۱۵ سانیمتر و مساحت مثلث ۵۴ سانتمتر مربع و نصف محیل ۳-۸ تا تال 
دستور فوق ۳,۱۸ ٩‏ و۳ و ۶ ,۲ سانتیمتر به‌دست میآ ید . 

مثال ۲- در فثلث متساویالساقینی که اندازه‌های قاعده و يك ساق آن به‌تر تیب ۲۳۴ و۱۳ 


۳۳ 


سانتمتر باشند ‏ 2-۵ و ۹-9 انیت (جرا؟) ۲ انداره‌های شعاعهای دایره‌های 
محاطی بردنی ۶۰ ,۴ و ۵ ,۲ در( سانشمتر سم ۰ 


لمر بن 

۱- شعاعهای دایره‌های محاطی درونی و برونی مثلث‌فائم الزاویه‌ای را که اندازه‌های دو 
ضلم‌زاويهةٌ قائمه آن ۱۲ و ۱۶ سانتمتر ند حساب کنید. 

۷ اندازه قاعده مثلت متساوی‌السافینی ۶ سانتمتسر و ار تقا ع آن ۶ سانتیمتر است » 
انداره‌های‌شعاعهای دایره‌های محاطی آن را تعیین کنید. 

۳- شعاع دايرة محاطی برونسی مثلث متساوی‌الاضلاعی ۲ سانتیمتر است. اندازة ضلع 
مثلث را تین کند . 

#۷ مثلث متساوی‌الساقینی را که شعاع دایرةٌ محاطی‌درونی و فقاعدهٌ آن معلومند رسم کنید. 
"گر ۲-۳ و ۸ و سانتیمترباشد ساقها و شعاعهای دایر‌های محاطی مثلث دا حساب کند. 

۵- ثابت کشد بین اندازه‌های ارتقفاعها و شعاعهای دایره‌های محیطی و محاطی هر مثلث 


, سا ۱ ۱ ۱ ۱ 
رابطه‌های ز یر بر فر از ند: ۸ ۳۰ -- ٩۲‏ 4 : - ست حمت سدح سب 
۱ ‌ِآ ۳ ۲ ۳ 
۱ ۱ 1 
ون مس مسیه بت سب 
8 »1 ۲ 


۶- مساحت يك مثلث و شعاع دايرة محاطی و یکی از شعاعهای دایره‌های محاطی برونی 
آن داده شده‌اند : مثلت را رسم کنبد. ا گر ۲< ۳ و ٩‏ -- مج سانتیمتر و ٩-٩۷۶‏ سانتمتر 
مر بم باشد ‏ اندازمهای اضلاع مثلث را تعیین کنید. 


۱ ۱ص هر یف - مي‌دانید که ا کسر پارءعط ۸13 و عدد مثبت عا2 ۱ مفروض باشند » 
درست دو نقطه » یکی بر (1 و دیگری برامتداد آن » می‌تو ان یافت به قسمي که نسیت 


فاصله‌های آنها از دو لفط زر د 13 مساردی 1 باشد. 
یکی از راههای تعیین‌دو نقطةٌ مز بور 


بد صورتی است که در شکل (۲۳-۱) 


«موده شید ۵ ۱ ی + 


بااین روض‌نفاط ۷[ و 8۷ مشخص زوم 


می‌شو ند چنان که: 
۸ ۷۸ ۱ 
(شکل ۲۳-۰۱) 
- 8 ۱۱ 


۳۴ 


در این‌صورت کوییم‌دو نقطة ]۸ و پاره خحط ۸1 را بهنسبت تو افقی تقسیم می کنند. 
سبت‌مزیور دا هر عدد مثبت »ات۱ می‌توان دد نظر گرفت» بنابراین بی‌نایان جفت نقطه ما نند 
[] د ۷[ وجود دارند چنان که هرجفت ازآنها پاره حط ۸13 را به نسبت‌توافقی؛ اما هرجفت ۰ 
به نست معین؛ تقسیم مي کنند. ۱ 

معمولا اندازه‌های پاره‌تعطهابی را که ازطریق يك تفیم توافقی بريك پاده خط مفروض 
بذ ید می آیند با توجه به جهت آنها مورد توجه قرار می‌دهند. در این‌صورت ا گر نقطه ]۷[ بر 


باره‌حعط ([ هر و قطه آا[ بر امتداد آن دافم باشد : 


و بنا بر این تقسیم توافقی دا به‌صورت زیر تعریف می کنیم: 
اکر باره ط ۳ ۸ وعدد مست ۱ مفر دض باشند تقاط ۷ کد او لی بر بار هنعط 
(0 ۸ د دیکری بر امتداد آن پارهعط انتخاب می‌شود. پاره خحط ( ۸ را به ی 1 


تفسیم می کنند هر گاه داشتد باشیم : 
۱ ۷ كٍِِ" )٩-۱(‏ 
۷9 1 


رد قصضیه - از دونفطه ]۷۷[ پادهحط حفروخی (۲ ر ( به نسبت قوافقی دقسیم‌کوده دا شند + 


دونفطه و] غیز جادمعط ۷]1۷ ۷ به نبت تواففی تفسیم می‌کنند. 
برهان - ا گر تقاط و ۱ پار‌عط ]۸ دا به نست توافقی ‏ تقسیم کرده باشند , به 


موجب نعر یف : شاوی 
 _ ۸‏ 18 
۷ 1 
اما 1 ۸ - - ۸۸ 5 4 - -- ۲ ۷ 2 است » بنا بر این تساوی با لا ز | به‌ صو رت ریر 
می نر ان نو شست 
لا تک ۹ ب 
9 - [8 - 
۷ _ ۸ 
با 8 1 
.نو 
۳0 ۸ 


۳۵ 


از مقايسة تساویهای )٩-۱(‏ و (۱0۰-۱) می‌توان‌دید که تسادی اخیر نشان می‌دهد که نقاط 
۸ پاده‌عط ۷8۷ را به نسبت توافقی تقسیم کرده‌اند. 


0 تعرف - اگر دو نقطهٌ 14و[ پاره‌عط مفروض 3 دا به نسبت توافقی معين تقسیم 
کنند. هريك از آنها را مزدوج توافی‌دیگری نسبت به دو نقطهٌ ۸و( می گویيم. یعنی! گر ده 
قطهٌ ]۷ و لا بد ترتیب بر پارهعط ]۸ و بر امتداد آن جنان اختار شده باشند که: 


باشد؛ قطهٌ "[ را مزدوج توافقی 8 نسبت به دو نقطةٌ ‏ و 1 می گویيم متقا بلا" نقطهُ 11 نیز 
مزدو جح توافقی فطهٌُ ۷] نسبت به دونقطهٌ رو است . از آنجه ذ کر شدنتیجه می‌شود که مزدو ج 
توافقی هر نقطه نسبت به دو نقطهٌ مفروض منحصر به یکی‌است (چر ا؟). 

از قضية قبل می‌نوان نتبجه گرفت که اگر قاط ]8 و ۷[ مزووج توافقی یکدیگر نبت‌به 
دو نقطهُ ۸و3] باشند. نقاط و13 نیزنسبت به دو نقطةٌ 1۷4 و [ مزدوج توافقی یکدیگرند. 

رابطه بین طو لهای نقاطی که تقسیم توافقی می‌سازند- نقاط ‏ ۰ 13 » ]۷ و[ به‌ترتیب 
با طو لهای ۵  »‏ » جو و و ردی محور دما فر ارداشته ويك تقسیم توافقی تشکیل می‌دهند 
لذ | دار یم: 


(۱ سس 


طبی دستور اندازه حجبری يف بردار روی يك محور خواهیم داشت: 


9 - ۷ 8 8 
۱ - 0 ۱-0 


وص - مره مور و واق - عه و دور سل صو و س- وج - راو 


ویا: 9 ( ٩‏ ۵)(و(ه) ع (وحو + وا۲)۵ 


برعکس هر گاه رابطه (۲) داشته باشیم از دوی آن می‌توان رابطهٌ (۱) دا شابت نمود. لذا 


۶ 


می‌توان گفت: شرط لازم و کافی برای آنکه چهار نقطه بر ۰ 8 1۷6 ولا[ با طولهای وه و" 
0 د ۱۱ تشکیل يك تقسیم توافقی بدهند آنست که: 
( ۲ ۵)(طا 8) ع ( دوجو ط و ج) ۷ 
حالات خاص- ۱- اگر نقطهٌ 0 مبداً مخصات وسط باره خط ۸83 باشد. طولهای 
۸ و 3] قرینه یکدیگر خواهند بود یعنی و- و ولذا خواهیم داشت : 
32-2 


ح << <۴‌سسِ_ِ_ِ__««««.*..-7 


۳ ا گر نقطةٌ (), مبدً مختصات بر یکی از چهار نقطه واقع باشد, مثلا بر هر قسر ار 


قبرده دز ایتصورت داریم ه 2 هو ؛ در شسحجه رابطه (۲) به‌صورت: 


۱ دابطهُ بوتن ‏ (۳) | ۰۱ صاع او او 


وبا راطه د کارت )۴( 


۸ برای یادآدری و یا کار بردهای بعدی دو قضیه زیرا را اثبات می کنیم: ۱ 
قضیه- در هر مثلث نیمسازهای زاویه‌های درونی و بردنی نظیر يك رس ضلع مقا یل بد 


۳88 28 
با بای 120 


۳۷ 


م‌ِ 
(شکل ۲۴-۱) ۳ 


هستند ۰ ]|08 (فرض می کنیم ز) 2۸ هر می‌باشد.) 
برهان - فرض‌می کنیم رأس ب) بین ( و ,1 است. از ز) خطی‌موازی 3 رسم می کتیم 
تا نیمسازها یا امتداد آنها را در و ۷[ (مطابق شکل) فطع کند. داریم: 


۸ 
دح چبت 00 ۵ - ۸8 


۲ هر - 
20-0 سح ار[ ۵ ح‌قشار] ۵ 


و در شحه : 


عکس قضیه - در مثلث [36] ۸ نقطه‌های (1] و ر] ضلع 86 دا به بت توافضی نفسیم 
مي کنند و (] ار و ۸1 برهم عمودند (نقطه (1 ین 13دن) . و نقطه 17 درخار ج آنها است). 
آنگاه ۸0 د ۸ نیمسازهای زاویه‌های درونی و برونیرأس ور هستند. 

پرهان - در شکل (۲۵-۱) از نقطهة ت) خطی موازی (۸1 دسم می‌کنيم تا جطوط 
(۱ و :]۱ دا در ۱۱ و ۲ فطع کنند مطا یی شکل چون: 


۰ :](1 
9 _ 30-۸۵ (] 
۷0 1۷6 خف_ با 
4" ۷ 7 
پس ۷[ <- ]6۷ در نتیجه ر6 ۸ میانه ]۶ 
دا 
نظیر وتر مثلث قائمالزاویه ۸1۷۲1۷ ۳ 
می با شد و ار آ نا 3 ۱ 
۷6 << آا[ز) - زر ۸ 
۹۲ ۸۷۵ 
بنابراین ؛ . :۸ <- م۷ -, ش 


۲ ۸ ۸/ شکل ۱ 
و در نتیجه ,۸۵عس, ۸ ۰ بنابراین ۸0 ۳ 
نیمساز ز او یه درو نی ر اس ۸و خط 1 ۸ که‌بر آن عموداست نیمساز زاو یه برونی‌همان ر اس می باشند. 


۳۸ 


آءصر ۵- قضبه نوی ر ۱ بصه رت رز یز می و آن ببان نمو د: 
هر کاه چهار حط متقارب بر جهار نَقطةٌ يلك تقسیم توافقی بکذرند و دو خعط غیر مجاور 
ال ان حهار خمل بر هم عمود باشند این دو حط عمود بر هم سمسازهای داخلسی و حارجی 


روایای بن دو حط دیکر ند. 


مر بن 

۱- پارمعط 8 ۸ را به انداز ۳ سانتیمتررسم کرده و آن را با دونقطة 81 و 1۷ به‌نسبت 

تواقی ۳ تقسیم کنبد. (مسئله چند جواب دارد؟) 
" ۲- تحقیق کنید که در مسئلهٌ قبل نقاط ]۷ و 8 پاره عط (۸ را به پاره حطهایی با جه 
انداژه‌هایی سیم می کنند؟ ([18<< [۱ ۸ اعتیار کنید.) 

۳- در مسثلة ۱ تقاط و[ پاره‌عط ۷۷ را به چه نسبت توافقی تفسیم می کنند؟ 

۴ سه نقطه متوالی فن)و] بريك محور اختبار شده‌اند چنان که ۲-</۳9۸6- (]) 
سانتیمتر است. نفطهٌ ([[ مزدو ح توافقی نقطهٌ ر) را سبت به دونقطهٌ ۸و1 مشخص کنید . نقاط 
ر)و(] پاده‌عط ۸ را به چه نسبت‌توافقی تقیم می کنند؟ نفاط 9۸ پاره‌عط (]ر) را به چد 
سبت توافقی تفسیم می کنند ؟ ‏ 

۵- ابت کنید اگر دو دایره دارای مماسهای مشترد حارجی و داخلی باشند, نقاط تلاقی 
مماسها با خطالمر کزین؛این‌پاره‌خطرابه‌نست توافقی دو شعاع دایره‌ها تقسیم می کنند. 

و مثللی دسم کنید که شعاع دایره محیطی اف ای و ضلع 90] آن ۴ سانتیمتر 

و اندازه‌های دو ضلع دیکر آن به سبت ۳و باشند. 


0 مستلهه نفطهُ ]۷] برپارهعط (۸1 (یا برامتداد آن پارعط) مفسروض است : مزدوح 

توافقی آن را نسبت به دو فطةٌ و مشخص کنید . 
حل از دود نقطه رو( دوخط موازی 

یکدیگر که در امتداد 3 ۸ نباشندرسم می کنیم 

و بریکی از آنها؛ مثلا" برادلی پاده‌خط ۳ 

را بسه اندارَه اختباری حدا می کنیسم شحل 

(۳۰-۱): نقطةُ ۳[ را به نفطهٌ ۷] وصل کرده (شکل ۲۶-۱) 

و تعط حاصل را امتداد می‌دهیسم تا نحط دوم را در نقطةٌ () قطع کند. برهمین خط و درجهت 

دیگربارهعط "00 را مساوی 130 جدا می کنیم و نقاط طو "ل) را به‌هم می‌پيوندیم, پاره‌عط 

"000 خط ( ۸ دا در نفطة مطلوب ۷ فطع می کند . 


مسئله درجه‌صورت جواب دارد ؟ 


۳۹ 


غیات الدین جمشید کاشانی 


غیاث الدین جمشید؛ بسرمسعود از ریاضی دانان نامی فرن هشتم و اوایل قرن نهم 
هجری‌شمسی( قر نهای چهار دهم وپا نز دهم میلادی) است. به‌سال ۷۶۷ ه . شش در کاشان‌متو لد 
شد و به‌سال ۸۰۸ درسمرقند روی درنقاب خاك نهفت. با این که عمری کوتاه داشت» در 
رمان زند گی حود شهر تسی بلند یافت. بدرونیای او بزشك بودندء اما اوروی به ریاضیات 
آورد وازسر آمدان این علم شد» درحساب وهندسه به ویژه درهیشت ونجوع که به‌دلایلی نزد 
بادشاهان کشورهای اسلامی ار بسیارداشت» آثارمهم ازخود باقی گذ اشت ت . ازمهمترین آناد 
او پی‌د بزی ز صدخانهة سمر قند بود. 

جمشید و خو اهرز اده‌ اش معین‌الدین» که وی نیز از ریاضی دانان عصر خود بود » به 
دعوت میرزا الغ بيلك. پادشاه کودکانی به سمر قند رفتند. . الغ بيك که پادشاهی علسم دوست 
وعا لم‌پرور بود وخود نیز ازعلوم زمان بهرةکافی داشت» گروهی انبوه ازعالمان زمان را در 
در بار حود کردآورده بود و هر جا سراعغ از دانشمندی می گرفت اورا هم به پایتخت خود 
می‌خو اند. دانشمند تازه و ارد از آزمونهای متعدد می گذشت و ار کامیاب می‌شد در سك 
همتایان خود در دربار بادشاه تیموری دزی نز 

غیاث الدین جمشید کاشأبی» که در نوشته‌های غربیان به «الکاشی» معرروف است زد 

همه امتحانها» سر بلند بیرون‌آمد ودیری که شت که به مناسست احاطه برعلم» » ازنزدیکان در بار . 

پادشاهی شد وازحیث مقام بعد ادموسی بن محمد بن فاضی محمود مشهور به قاضی زادة 
ردمی که برمیرر | الخ بيك سمت استادی داشت واراین روی درصدر دانشمندان در باد بود» . 
فر اد گرفت. 

جمشیل پهوسرران یلك به تأسیس رصدا نة سر قنده که بنایی عظیم بود؛ برداخت 


اما جون دز‌جوانی در گذشت» فاضی‌زاده موصوف دبا 4 کاراور اکرفت و بعد از اوعلی بن 


سس سس سس سیب 


محمد ملقب به علاء الذین قوشچی: ومعروف به ملاعلی قوشچی ونیز به فاضل قوشچی. 
کاررا به‌پایان برد. این دصدخانه بر اثر ویرانبهای زمان درخاله مدفون شد ولی درسالهاي 
اخیر باستان شناسان شوروی واز يك در حفاریهایی که در قسمت شمالی شهر سمرفند انجام 
دادند بخشی ازآن دا ازخالك بیرون آورده ووسایل‌علمی‌د! که در آن یافته‌اند درموزَه خاصی 
که درهمان محل‌ساخته شده است قر ارداده‌اند. کارحفاری فا ون محل هنو ز ادامه دارد. 
درجریان زند گی کاشانی دشواریهایی نیز پدید آمد. چنان که دراثر سعایت حسودان 
وسخن‌جینان پادشاه تیمودی سبت به او بد بین شد و دانشمند مزبور را درپایان عمر آزرده 
حاطر ساعت. ۱ ۱ 
۱ 0 
۴۴ 


۳۳ ۲ راب 9ه هی 


اب قمت کانن بصو زذت 4 


به‌دست آورد. نتیجه کار او با خسات دهدذدهی 5 ۱۳ رقم دقت دارد. 


۳ 9 


در دايرة المعارف بریتانیکا دراين مورد از يك عدد باور نکردنی یاد شده است و 
نوشته‌اند که غیاث‌الدین جمشید نسبت محبط به قطردایره دا به كمك يك ۸۰6 میلیون‌ضامی 
منتظم به‌دست آورد. 

ازجمله کتا بها ورس له‌هایی که تا لیف آنهارا به‌اين دانشمند نسبت داد‌اند. عبار تنداز: 

- زیج خحاقانی درتکمیل زیج‌ایلخانی که نام آن ی است که پدر ‏ 
الغ بيك به‌عنو ان خافان داشته است. 

سا ۳۹ با رسالة کما له 
در بارةٌ بعذها وقوسها - دسالهة وتر وجیب - ریج تسهیلات - رساله‌ای درباره آلات دصد 
وشر حآنها - نو ادرسمرقند - نزهتا لحدایق س مفتاح ا لحساب - تلخیص | لمفتا ح که‌خلاصة 
مفتا ح| لحساب است . تنویرا لمصبا ح فی‌تلخیص المفتاح» که شاید نام دیگری برای کتاب 
قبلی است. ون ]شرآ 

متن عربی کتاب مفتا حالحساب کاشانی را اخیراً به‌صورت عکسبرداری از يك نسخهة 


حك_ 


قدیمی منقشر کرده‌اند دهم ترجمه‌آن بهز بان روسی درمسکوچاب شدهاست. 
غیاث! لدین جمشد آ ات رصد را می‌شناخت وبه کار می‌برد و خود یز آلت رصد 
مخصوصی یه نام «طبق | لمناطق» اختراع کرد که بعدها تام آن به «جام جم » تبدیل شب 


6 سس یت سیم 1 
۳۱ 


لصل دوم 


بر دار 


۲- شناحت بر داد 
۲۷ - کمیت يا چندی چیزی است که قابل افزایش يا کاهش باشد. مانند درازاء مساحت. 


حجمء زمان اندازه زاوبهء وزن سرعت حر کت ونیرو. 


۳ لردار - جسمی به شکل مکعب 
مستطیل. به ابعاد [ و جوز و ۲۱ سانتیمتر و 
به وزن و کیلو گرم در نظر می گیر یم و 
فرض می‌کنیم رشتنخی بهنقطهُ ]۷[ محل 
برحوزد قطرهای مستطیل (]1)] ۸ از آن 
جسم؛ (شکل ۱-۲) بسته و جسم را بسنه (شکل ۱-۴) 
وسلهٌ نخ با نبرویی مساوی ۲ بکشیم. دراین مثال با دو نو ع کمیت سرو کار خحو اهیم داشت: از 
نمونه‌های کمیت اول‌طول وعرض وارتفا عجسمء (درازا)؛ مساحت هريك ازوجره جسم. (سطح) 
وحجم جسم. (حجم) با سانتیمتر و سانتیمترمربع و سانتیمترمکعب بیان می‌شوند. این انداژ‌ها 
به‌جای مکعب يا به طرزفر ار گرفتنآن برژزوی میز یستگی ندارند وجسم را درهروضمی قر اردهيم 
در اندازه دوضع آنها تغیير ی پد ید نمی آید. این‌نو ع کمیتها را کمیتهای عددی یا اسکالرمی‌ناميم. 

نمو نةٌ کمیت نو ع دوم: اولا وزن جسم است که اثر نیروی جاذبة زمین است. (نیردی ثقل 
یاسگیتی) وهميشه درامتداد حط شاغولی» یعنی در امتداد قائم آثر می کند ومتوجه مر کز زمین 
است؛ ثاناً بروی " است که جسم را با آن می کشیم. اگراین نیرو خیلی کوچك باشد. جسم‌از 
جای ود حر کت نمی کند. وا کر بهاندارةٌ کافی باشد» جسم به‌حر کت درمی آید. 

ا گر نیروی "۲ درامتداد عمود بروجه ([1361 هش مستطیل اثر کند» یعنی اگر نخ را در امتداد 
عمود بر آن وجه بکشيم. جسم نیزدرهمان امتداد حر کت می کند. اما گرنخ را درامتداد دیگری 
بکشیم» جسم درهمان امتداد جا به جا می‌شود. 


کمیتها یی مانند وزن و یرو را که علاوه بر مقدار معین؛ امتداد وجهت معین نیز دار ند 
کمبتهای بردادي می گوييم. با کمتهای برداری بیشتر درفیزيك ومکا نيك برحورد می کنیم. 


۳ 


۳ کمتهای عددی با عددهای حقیقی و برحسب واحد مربوط بیان می‌شو ند. مانند: دو 
سانتیمتر) ۵ سانتیترمربع» ۲ ساعت و ۱۲ دفیقه وبالاخره "۱۵ و *ه۴. 

کمتهای پرداری به‌صورت هندسی نمایش داده می‌شوند یعنی به‌شکل پاره حطی که امتداد 
و سجهت و اندارةٌ معینی داشته با شد. 

در شکل (۲-۲) دو وزنة يك کیلو گرمسی ونیم 
کیلو گرمی درحا لت آویخته به دستگاهی دیده می‌شو ند. 
خطهای ر استی که درامتداد قاثمرسم شده‌اند جهت دذن._ وم وگرم 
را که متوجه مر کززمین است مشخص می‌ساز ند ومقدار 0 
وژن با اندازة پاره حطهایی که به پیکانها ختم شده‌اند 


مت سس 


نمایش داده شده است. 


(شعل ۲-۲) 


تفر یف - هر گاه دو نقطهٌ متما یز يا نامتمایز هر و 18 را درنظر بکیریم و ۸ را نقطه آغاز 
و 3 را نقطه بایان بتامیم؛ این دو نقطه باترتیب فوف يك بردار تعریف می کنند که با نماد ۸ 


۱ ۱ ۱ چست | نت 
نمایش داده می شو د. فا ص‌له مان ۸ و ([ را اندازه بر دار ٩‏ ۸ می‌نامند و با نماد ۳۹ 
نمایش می‌دهند. اگر ۸ د ] متمایز باشند آنگاه عطی که آن دونقطه را شامل است امتداد 


نت 


برداد ۸ : دجهت ار ۸ به (] نیز جهت بردار (] ۸ نامیده می‌شو ند. چنانچه رو متمایز 


سح 
ساشند» بردار 13 ز را بردار صفرمی نأهیم و برای‌آن 


مسر 0 
جهت و امتداد تعریف نمی کنیم. برای نمایش هندسی ۳ 
بردار دو نقطه ۸ و 13 دا بهم وصل و نقطه ] را با ۳ 
پیکان مشخص می‌ کنيم (شکل ۳-۲ (شکل ‏ ۳-۷) 
گاهی پردار را با يك حرف که بالای آن علامت 
سس و ود ۳1 
پیکان می گذادیم نمایش مسی‌دهیم 2 تنله پردار ۷ در مس ۳۳ 
شکل (۴-۲). (شکل ۲-۲) 


۳ و .یز گیهای بر دادها 
و دم ۲ ۲ همر استا نی دو بر داد دو بسردار را همراستا گوییم هر گاه امتد ادهای متو ازی داشته 


کت . ات یب ب 
باشند » مانند بر دارهای ۷ و ۱ در شکل (۵-۲) و با بردادهای ] و 5 در شکل (۶-۲) 


۳۹ 


۲ 

5 

: 
۱ 


(شکل -«) 
۱ (شکل ۲سه) 


۳ برابری دو برداد - دو بردار را برا بر گوییم هر گاه با هردوصفر باشند و يا هم‌جهت 
شب مس 


۱ مت هت 
و هم‌انداره باشند . ا گر ,۷۰ با ۷ بر ابر باشد می نو یسیم : ۷ ۷ 
بسادگی دیده می‌شو د که: ۱ 
(الف): هر برداربا خودش برابر است (ویذ گی بازتایی). 
چت.  .‏ قت چت پٌَ ۱ ۲ 
(ب):۱ گر ,۷ با ۷ برابر باشد» ,۷ هم‌با ,۷ برابر است (ویژگی تقارنی) . 
مت وت بت بب هه چب 
(ج):اگر ,۷ با ,۷ و همچنیسن ,۷ با ,۷ برابر باشده آنگاه ,7 با برابر است 
(دیژ گی ترایایی) . 
فتیجه - برابری بردارها يك رابطه هم‌ارزی است. 


تو ج4 برابری بردارها در فيزيك یا مکانيك گاهی بگونه دیگر نیز تعریف می‌شود: 

سس 7 تسه 

فر ار دا برداری که انداره آن صفر است با نماد » نما یش داده می‌شود . 

بردادیکا نی -هر بردار به اندازه ۱ دا يك برداد یکانی‌می‌نامن. اگر امتداد برداد یکانی 
۳ َ ۹ ۳ ‌ 
] موازی خط ۸۵ باشد » 1 را برداد یکانی‌راستای ۸۵ گویيم با درنظر گرفتن بر ابری بردارها 


۳ بچ- 
می‌توان کفت که هر راستا دو بردار یکانی دارد که هم جهت نیستند » مانند بردارهای ز و 


کب 
برای داستای ۵ (شکل ۷-۲). 

يك برداد یکانی که آغاز آن برصفر و پایان آن نوی 
بسر 4۷ يك محور منطبق باشند» بردار یکانی آن 
محور نامیده می‌شود. هرمحور تنها يك بردار یکانی 


(شکل ۲س) 
۲۳ عملها نی با بر دازها 
۲ - جمع دو بردار - هر گاه دو بردار ,۷ و ۷ داده شده باشند. از يك نقطه 0 


۳۲ 


نت ب ۳۹ 
بسرداد ۸( را برابر با ,۷ و از نفطه ‏ ۷ 
نا ی ۸ 

بردار ۸۸ را برابر با ۷ ۳ می کنیم. 
داز 58 را مجمو غ دو بردار 51 ۷ 
می‌نا ۱ 
ف ی (شکل ۳-ه) 


بت : 
در شکل )۹٩-۲(‏ دیده می‌شود که اسر , ۷ و ۷ همر استا ۳ 8 قطر 
یت چت منت چتت 
متوازی‌الاضلاع 0۸361 است و بردارهای ۸ ۸۳۴ به‌ترتیب با ,۷ و ,۷ برابرند 
در این مورد به احتصار می گو یم : : مجمو ع بردارهای ۷ ِ قطسر متوازیالافلاصی است 
که بر آن دو پردار با می‌شود. 
در شکلهای (۱۰-۲) و (۱۱-۲) دیده می‌شود که اگر ۷ و ,۷ همراستا باشند ‏ 
مجموع آنها نیز (اگر صفر نشود) با آنها همراستا است و دادیم: 


6013-0۸2 +-5 


۱ ۷ ۳ 


(شکل ۱۱-۲) (شئل ۱۰-۲) 


۳ مجموع چند برداد- از ویژ گیهای بردادها چنین برمی‌آید که هر گاه چند برداد 


سس شش چت ۱ ۱ 
ای ری ات ات ات ی یت 
اگر ۴-- وچ باشذ: 


سرب ۷ب )۲ب ۲ب ۲+۷ 
مهد (۷-+( ۷( ۷)) 
نا براین بی آنکه اشکا لی پیش آید می‌توان پرانترها دا برداشت و نوشت: 
17 


۳۵ 


و برای بدست آوردن حاصل‌جمع ند بسردار به روش زير عمل می کنیم: 
ی تست هت چسس.ت هب 
از يك نمطه () بردار ,00۸ دا برابر با ,۷ و سپس برداد ,۸۱۸ را بر ابر با ۷ و 
وچ سوت اه وس تسه 
ب-رداد ۸۱۸۷ دا برابر با پ۷ و همینطور پیش می‌ردیم تا در پایان برداد ۸۵و۸۵ را 


برابر با م۷ دسم می‌کنیم . برداد و0۸۵ برایر با مجمو ع بردادهای , ۷ و , ۷ و... و م۷ 
خواهد شد (شکل ۱۲-۲). 


__ 
مظ 0 


(دکل ۱۲-۳) 


۳ کت وت چن شسه 


هنت هب ب 
۷ را تفاضل دود بر دار ۷ ۷ می‌نامیم و می نو سیم : 7 ۷-۷ 


هت بت ۱ 

اجه و ,ده ده اش ایب 7 
۳ ۱ ۱ وصیست خلت 
تفاضل آنها از يك نقطه () دو برداد ۵۸ و 058 


چت. هچب 
را به‌تر تیب برایربا بردارهای , ۷ و ۷ رسم می کنیم 
شب 


(شکل ۱۳-۳). بردار 0۸ بر ابر با ۷-۷ 


می با شد » زیر | : 
نت۰ احت: .ود ۸ 


(شکل ۱۳-۲) 
بدیهی است که تفاضصل , ۷ از 3 بر ابر با بردار ۸ است و بنا بر این : 


۳۶ 


ب 
۳ صرب علد در برذاد » بردار ۷ و عدد حمیقی م را در نظر می گیریسم . برداد 


اس 
7 دا با ویژ گیهای زیرمی‌سازیم : 


۹۷| |۷۱ 


(ینا بر ۱ ین ا گر 0 ۳ 5 ویا » و باشدء آنگاه 5۲ می‌باشد. ) 
(ب): گر |۱۷ و و هیچکدام صفر باشند» بر دارهای 5 و ۳ همر استا بند. 
سین بِ 
(ج): بردارهای ۷ و ٩۲‏ هم‌جهت هستند اگر وتنها اگر و مثبت باشد. 
لس 

بردار ۷۴ که دادای ویژ گیهای (الف) و (ب) و (ج) می‌باشد حاصلضرب عدد و 

چب چب چب ست 

در بردار ۷ نامیده و با ۷ 8 نما یش داده می‌شود. یعنی ۷ و -- ۱۷ 
۳۳ 
مثال در (شکل ۱۴-۲) بردار داده شده ۷ درعددهای وس 3 کر و ۳ ضصربت 
۲ ۳ ۱ 


شده است: 


ات تن 
)-٩(‏ 

چ(2) 

سم 

‌ (طس) 
0 ۳۶۳ 

۳۲) 
چس سس 
(شکاي ۱۴-۲) 


هر گاه بردار یکانی 5 تشن آنگاه مرك 


طبت 


عدد حقیقی »1 چنان یافت 
می‌شود که ۹ ۱ ۱ 


گر و و ۷ همچهت باشند ع دا رای | گنها یار[ می گیر ؛ 
دز هر حالت ت بساد گی دیده می‌شود که ] چا - ب ۷ (< را؟) 


اش 


مر بن 


۱- نقطه‌های ۸ د 8 د ) و (1 چهار رأس متوالی يك چهارضلعی هستند. مجموعهای 
زیررا بلست آورید : 


۱ جست... پوت نت تچ 
ب 80+ 98 مر 0۸ 604864 دظ۸۳ 
چست.. ‏ چت چتت... ‏ سب 
۸+6 , 80 +۸84 
چت. ‏ وست 
۲- نقطه‌های ر و 8 و ]۷ چنانند که 18 -- ]۸۷ . وضع نسبی نقطه‌ها دا بیان 


۳ درمسئله قبل ا گر 8 ۸ ۰ تقطنی‌ای ۸ ر ۷ و ۵ بت بهم چه وضعی 


دار ند ۲ 
۱ بت یت هت ۱ 
۴- نقط‌های ۸ و 8 ر ر) چنانند که ۸0-1-08 عد ۸ . آیا در ایتصورت لزوما 
۸6:٩4 0‏ 3 ۸ می‌باشد؟ درچه صورت رابطه اخیر برقرار است؟ 
ست.... هنت چ 
۵- فطه‌های ]۷ و ۷[ و ۳ داده شدها ند. مجمو ع (7 +۰ ۳ ۷[ -4 ۷ ]۷ را مشخص 
# ۳ ۰ ۸+6۸ باشد. فطه‌های ۸ و 3] و ر) حه وضهی سبت بهم‌داز ند؟ 


۷- شان دهید ۱ گر 1 ] ۸ باشد. آنگاه 8 (] ۸ تحو اهد بود. 
ِ نقطه‌های ار و 3[ و ) و (1 داده شده‌اند. نشان دهد. 


۸ + 86 - ۸1+ 6 


واست ٍ- بح ۱ 
4- برمحور 00" با برداریکانی و » بردارهای و ۳۲ و ز ۴-- را در نظتر 


می گیریم . 


او لا انداره‌های دو بردار مز بور را تعبین کنید. انا اندازه‌های جبری همريك ار این‌در 
برداد زا درمقا یمه با محور >( > تعیین کنید. 


۰- برمحور دعر با بردار یکانی » نقطه‌های ار و 3] دا در دو طرف (4 چنان 
۱ هه ۱ 
می‌کيريم که ۴ - ۸() و 13-۲( و بردار ۸3 با و هم‌جهت باشد. هريك از بردارهای 


۳۸ 


تست زسست لته ح(اس.-ه سیر ۲ 
۸) و 0۳ و 3[ ظ د یرو[ دا برحسب وه بنویسید. اندازوه‌ای جبری این بردارها را 


ات شب سب 
۱- برداد ۷ را به اندازه ۲ سانتی‌متر درنظر گرفته و بردارهای ۷ - و ۷ 


و ۲۷- و ۷ و ۲۲۷ را رسم کنید . 


چت. چست ۱ ۱ 
1 درصورتی که ۳6(]3 - در( باشد؛ وضم نسبی نقاط مزبور را بیان کنید. 


۳- گر ۸8 - ۷ باشد. وضع نسبی نقطه‌های ۵ و (] و ۳ ر ]از را بیان 


۳۹ 


۷۴ 
0 خواندنی 


خو ارزمی 


ابو عبدالله محمدبن موسی خو ارزمی: از بزد کتر ین ریاضی دانان ايران و اسلام در 
فرن دوم هجری بوده‌است. تو لد اوراء احتمالا؛ درنزدیکی بفداد می‌دانند و ازتادیخ دقیق 
آن اطلاعی دردست نیست. وفاتش را درحدود سال ۲۲۵ هجری شمسی نوشته‌اند. 

حوارزمی درزمان‌علافت مأمون (۲۱۲-۱۹۲ هجری) ومعتصم (۲۱-۲۱۲ ۲هجری ) 
در بغداد می‌زیسته و دربیت الحکمةً مأمون افاضه می کسرد و از منجمان دربار آن دو خلیفه 
توت انیت 

آ ثار و ارزمی درریاضیات ونجوم بسیاردمهم نبوغش درعلم بی‌نظیر وشهرت علمیش 
جهانگیر بوده است. خوارزمی مانندهمةٌ دانشمندان شرقی زمان به زبان عریی می‌نوشت. 
ومولف «کتابالجبر والمقایله» و «کتاب! لجمع والفریق» است. آثار او به لاتین تر جمه 
شوه و کنر این مترجم آنها «ژر ارد کرمو نایی» بود که او وراتال علم از شرف به‌غرب 
نقشی اساسی ایقا کر ده فتاه 

واژه‌های 6۲۵ع۸1 و عمو)1موا۸ (فن محاسه) مقتبس ازنام کتاب! لجبر 
و المقابلاٌ او و نام خود او تأثیر وی دا در ریاضیات غرب جاودانی ساخته‌اند. ترجمه‌های 
کتابا لجیر ار لائین به ربانهای رندة اروپایی موجود است و اخیراً آن را به‌فارسی تر جمه 
کرده‌اند.۱ 

درنجوم زیج خاصی به تام «ریج خوارزمی» تنظیم کرد و در مقدمهٌ آن اصول نجوم 
نظری را مدون ساعت. 

اصل کتاب وی در ارقام هندسی از میان رفته وفقط ترجمةٌ لائینی برخی از فسمتهای 


آن بافی مانده است.. جنین می نما ید که دیج خواردمی بر آئاردیگر اومعدم بو ده با شدو پس 


۱- ترجمه دکتر حسین خدیو جم 
۴9 


۴ وسسسسسسسس اج با 


ار ان ند تالف جبر و بعداً به نوشتن حساب اقداج شده باشد. ۱ 
در باره اسطر لاب (--- اصطر لابت) کد دفی ترین وسبلهٌ ارصاد قدیم بوده است. دو 
کتات. به وسلة خوازدمی نوشتد شده بود. یکی « کتات عملا لاسطر لاب» در طرز کار آن 
اساب ودیکری « کتابالعمل بالاسطرلاب»درطرز کار کردن با آن, متأسفانه این‌دو کتاب‌ازبین .| 
رفتداند و ففعط در آ ئاردیکر ان بدا نها اسان له ات ۱ 
خو ارزمی اطلسی مشرو ح از نقشه‌های زمین و آسمان فر اهم آورد که تا للیو آن را به ۱ 


ایتا لبایی ترجمه کرده ودزرم به چاپ رسانیده است. 


فصل سوم 


تبد بلهای مهم هندسی 


۳ نمدیل 

در این فصل تبدیلهای مهم هندسی ورصفحه را بررسی می‌کنیم و در برخسی از جاها به 
"تبدیل نظیر در فضای مه بعدی هم اشاده می‌کنيم . (تصویر بر صفحه که يك تبدیل فضایی 
است بطور مشرو ح بررسی می‌شود. ) 


۳ تهرضت در يك صفحه چ تبدیل 1 عبارت از قرارداد یا قانونی است که به‌وجب آن 
به هرنقطه 1۷ از ۶ يك نقطه و ننها يك نقطه مانند "۷۲ در » متناظر می‌شود . در ایتصورت 
می نویسیم 3 / ومي‌خو انیم" قبدیای است از ۶ بد » ». همچنین اگربا بدیل ۲ نقطه 
۷ باقطه ۷1[ متناظرشود» مینویسیم ۷ --(]1)[۷" و می‌گویيم ۲ نقطه ]1 ۱ به ۸1 تبدیل 
می‌کند يا "1۷ تبدیل یانته ]۷ با تبدیل 1 می‌باشد. 

تبدیل در فضا را نیز بهمین‌دوش عربف می کنیم. 
۳ تبدیل یافته يك شکل- هر گاه ۳ شکلی از صفحه ۶ و۲" تبدیلی در آن صفحه باشد 
مجموعه همه تبدیل یافته‌های نقطه‌های ۳ شکلی خواهد بود مسانند ۳۳ که تبدیل یاخته ۲ 
می‌ناميم و می‌نويسيم ۳٩‏ عد (۲)۳". 

در اين فصل‌تبدیلهایی دا بررسی می کنیم که درطییعت با آنها بیشتر برخورد می‌شود. 


۴ نصو بر 
۳ - اصویر برخط - خحط ابت 8 را درنظر می گیریم. تبدیل ۲" دا چنان تعریف می کنیم 
که هر نقطه ]1۷ را به نقطه برخحوردخعط 0 باععلی که از می گذدد و بر 3 عمود است‌تبدیل 


کد. درشکل (۱-۳) تبدیل بافته نقطه‌های و 
۸ د 9 ون به‌ترئیب‌با ۵۱ و 1۳ و "6 ۱ 
نمایش داده شله‌اند. تبدیل ] دا تصویر و ۱ 


برعط ‏ و با دققتر بگوئیم تصویر قائم 
برحعط ‏ می‌نامند. تبدیل بافته هر قطه را 


۲ 


نیز تصویر آن نقطه برخط 4 می‌ناميم. 

بساد گی دیده می‌شود که اگر پاره عط 0[ برعط 4 عمود نباشد , تصویر 1۷17۷ بسر 
حط 1 (یمعنی تبدیل یافته پاره حط ۷]۷) همان‌پاره خحط ]۷[ است که "۷۲ تصویر ]۷[ و 
۷ تصویر ۷[ می‌باشند. چنانچه خط ۳ بر 0 عمود باشد » تصوير (۳6۵] بر 0 يك امّطه 
خواهد شد (شکل ۲-۳) . 


(شکل ۲-۳) 


۴ تصویر برصفحه. صفحه ثابت ۲ را در نظر می گيريم. تبدیل ۲" را در فضای سه‌بعدی 
چنان‌تعریف می کنیم که هر نقطه دلخواه ]۷[ از فضا را به نقطه برخورذصفخه ۳ با خطی که از 
۰ می گذرد و بر ۳ عمود است تبدیل کند . این تبدیل دا تصویر برصفعحه (یا دقیفتر بکُوییم 
تصویر فایم یرصفحه) می‌نامیم. درشکل(۳-۳) تبدیل یافته‌های نقطه‌های ‏ و 8 و 6 به‌ترتیب 
با "هر و ( و "ی) نمایش داده شدهاند. ۸ 

قضیه - اگر خط 8 پرصفحه] عمودنباشد؛ 
تصویر 8 بر ۳ پك خط داست است (شکل 
۳-۳). ۱ ۱ ۱ 

برهات - ا کر ۷1 نقطه دلخواهی از 8 و 
تصویر ]۷ بر باشد آنگاه نطه"۷[؛ 7 
هم درصفحه ۳ قرار دازد وهم در صفحه () که 


از 8 می گذرد و بر ۳ عمود است. بنابراین ‏ (شکل ۳۳) ۰ 
تصویر 8 بر فصل مشترك دوصفحه ۳ و 00 قرار دادد ۰ برعکس» هرنقطه ۷7[ از فصل مشتوژه 
دوصفحه ۳ و م) تصو یر نقطه‌ای مانند ۷[ از حط 8 است (از "8 حطی برصفحه عمود کنید تا 
8 را در ۷[ قطع کند). بنا براین تصویر 8 برصفحه 0 درست‌همان فصل‌مشترلك ۳ و 00 است و 
برهان قضیه به بایان می‌رسد. 

اينك اگر 6 و ۳ مانند قضیه بالا باشند و عط دیگری مانند « نیز با 8 موازی باشد 


آنگاه تصویر ( برصفحه ۳ همان فصل مشترك صفحه ۳ با صفحه‌ای مانند 0 است که از ۷« 


۳۳ 


می گذرد و بر ۳ عمود است . چون 8 و به باهم موازیند . پس () و 12 نیز باهم موازیند و 
درنتیجه تصویرهای ۵ و برصفحه ۳ متوازیند. یعنی: 
قضیه اگر دوخط باهم مواژی باشند ولی پرصفحه ۳ عمود نباشد, تصویرهای آددوحط 
بر صفحه ۳ با هم موازیند. 
قضیه - تصویرهای دو پادهخط متواژق که پرصفحه 
تصویر عمود نیستند ۰ بان پاده<طا متناسند, 
پرهان - اگر (9))1 ۸ و ۸۵9 و 0۲ 
تصویرهای آن دو پاره‌عط برصفحة ۳ باشند. شکل 
۵-۳ ۰ و از قاط ۸ و ز) دوعط موازی ۸۱۲ و 
"([) رسم کنیم تاامتدادهای ([9د (]1(1 رابه‌تر تیب 
در نقاط ۷ و قطع کنند: 
ز6 7 ۸ مجح((۱)ظ۳ ۸ د ۸۱۷۲۵۷ ) 
( ,9 مرج ۸۱۱ و 1۲ |۱۸) 
در نتیجه ۵6,۲۷ ]۷[ هر ۵ و از انجا : 


۸۸۲ 
۸۲ ۵ 


1 
ت 


> ۸۸۲ و 0۵ 6 


است (جرا؟) : خو اهیم داشت: 


۰ ۳ ۱ ۱ ۱ 5 2ج 2 ۱۲.۰ ِ ۱ ۰ 
دمسثیه ۱ مسب نج 2و شا ی تس اب ۳۳۳ ی و منت وگ بر شدر شوت همم ۳ ۳ ۳۰۳ 


.۳ سب 


نتیچل ۲- تصو یر و سط هر باره‌حط 4 و سط تصویر آن بار ه عمط است. 


تن 
۱- عبارات ژیر را جنان کامل کنید که کزاره‌های درست حاصل شود: 


7 تصو ب, های دو تحیلز موازری بر هر صفحه دوع ... 


ق 


سار صفحة يت شکل مسطح برصفحة تصوبر عمود پاشد » تصویر قام آن شکل بر آن 
صعحه ... ۱ 

اگرتصویر خحطی بر يكك صفحه منحصر به يلك نمطه باشد آن خحط ... 

۲- ثابت کنید تصویر هرپاره حط بريك خحط (يك صفحه) از آن پاره حط بزر گتر نیست. 


۳ اصویر زاوي؟ قاثبه بر صفحه - تصویر هرزاویه برهرصفحةٌ موازی باصفحهآن زاو به 
باخود زاویه مساوی است (جرال). ودرسایر حالات ممکن است کوچکتر پا بزر کتر از آن‌باشد. 
تصویر (قائم ) زاویةٌ قائمه بريك صفحه درحا لت خحاصی‌ممکن است زاوبةٌ قا ئمه باشد. دراین بخش 
حالتی دا که تصویر زاویةٌ قائمه برصفحًناموازی‌باصفحه آنی زاویه قائمهاست بررسی می کنیم . 

قضیه_ تصویر زاویفانمه پرصفحه‌ای‌که با 0 
پك ضلع آد موازی و بر ضلع دیکر آن عمود ۱ 
شاشد. یت (اویه قانمه است. ۱ 

برهانب - زاوية قائمة ز6 9۸[ دا که در 
۷ ضلم 6 باصفحه ۳ موازی وضلع ۸ 
برصفحة ل عمود نیست درنظر می گیریم (شکل ۳ 
بو اگر ۸ تصویر ۸ د ۸6 5 
تصوبر ۸0۵ باشد. 

"2 ۸۸ ج ار (چر!؟) 

وا گرصفحهٌ مصور خحط ]۸ دا () بنامیم: 


[ 


(شکل ‏ ۳-ع) 


رل آی)" ۵ جح((۸ ابش و ب) ۸ | ۸6) 
0 ۱ 0 ۸ ,۸ 1 ۸۱۵) 
<<( ۸۰0۱ 
نی "هت ز۱6 ۸( / است. 
قضیه _ هرگاه ذهصویرهای دوعط برك صفحه برهم عمود باشند ویعی از ای دو حط با 
صفحه تصوی مواذي باشد» ید دوعط بر یکد یکی عمود ند . 
اثبات قضه با دانش آموزان است. 
قضیه ت‌ هرگاه ذصهو هر ذاویه قا مدای جو دك صدیعه زاویة ۵ ده دا شد. دست کم یکی ۱ 
اضلا ع ان (وچه باصفية تصوی عوا(گ اسیت . 
برهان - ا گر ز9۸] عم يك زاويةٌ قائمه و ۸/۲ تصویسر آن برصفحة ط نز 
۵ 


زاویةٌ قائمه باشد و یکی از دو ضلع 
زاویهٌ مفردض» مئلا ضلع ٩‏ ار با 
صفحهٌ ۳ ۰ و دد نتيجه با 13 ۸ 
تصو یرش بر آن صفحه موازی نباشد 
(شکل ۷-۲ ملاحظه می کنیم که | گر 
( صفحه مصود خط ۸13 باشد: . هل «ب) 


8۵ ۲ ج- (۱0 ۸۳ جت ۱۸۸ ۵ , ۱۸۵8 ۸۱) 


وا گر "ل) صفحةً مصور ضلع زر باشد : 

۱ ۸۳۳ ج- ۱0 ۸۳۳8 جد (۱۸۸۲ ۸۳۳ ,و 4۶ ۱۸ ۸۳8) 

بنا براین چون ۸13 ۸۳۸۲ پس ۱.40 :۰۸4 

اما: ۳ ج- ۸۷۸۰0۲ جت (140 4 ۸ , 10 :۸) 

قق | کرک ازدوضلع زاویةٌ مفروض باصفحةً تصویر موازی نباشد» ضلع دیکرش‌با آن 


صفحه موازی است وبنا براین برهان قضبه به‌پایان می‌رسد. 


۳ عمود مشتر ك دوخط متنافر- تعر يف - عمود مشترك دوخط متافر پاره خحطی‌است که 
برهر دوخط عمود باشد ودو‌سر آن بردوخط مز بورواقع باشند. 

برای مشخص کردن عمود مشترك دوخط منتافر به طریق ذیرعمل مي‌شود؛ 

اگر 8 و "8 را دو خط متنافر وباره نحط 
0 د! عمود مشترآن دو فرض‌کنيم (شکل 
۸-۳) و ارمطة ۲۲ حط بر ]۸ را موازی 4 
در نظر بگیر یم » دوخط " ود" ]1 صفحه‌ای‌ما نند 
۳ مشخص‌می کنند. ]۷[ تصویرخط 4 براین 
صفحه است (چرا؟)» بنابراین تصوپرهرنقطه لا[ (شکل ‏ ۳سبد) 
ازخط ل برصفحة ۳ روی خط ]۷ واقع است. اذاینجا نتیجه می گيریم که اگر برعط ۳ 
صفحه " راموازی 0 مروردهيم ونقطةٌ "۷ تصوير نقطهٌ غیرمشخص ۲ ازخطل را برصفحةً ۲ 
تعیین کنیم وارْنقطةٌ "8۷ حطی موازی 0 رسم کنیم» اين حط با "0 در نقطةً ]۷[ تلاقی می کند و 
عمودی که از نقطةٌ "7۷ برصفحة 0 اخراج شود خط 4 را در نقط ۷1[ قطم می‌کند و "111۷۲ 
عمود مشتره دوخط مفردض است (چرا). ۱ 

درارای پاره حط 1۷۷ (عمود مشترك دوخط متنافر 3 و 0) راکه کو تاهترین پاره حط 


۴۳۶ 


متکی بر 1 و ۳ است, فاصلاٌ دونعط متنافر 1 و 3 می‌نامند. 


ثمر ین ۱ 
۱ ثا بت کنید عمود مشتر له دوخط متنافر منتحصر به‌يك باره حط است. 


۲ ثابت کنید عمود مشتره دو خط متنافر کوتاهترین پاره خطی است که دوسر آن بردو 
تحوط مر بوز وافع باشند. ۱ ۱ 

۳ خی [ و بار عط ۸ را اه در قطه کر برحط 4 عمود است درنظر می گیریم. 
مکان هندسی خطهای "ل دا چنان تعيين کنید که عمود مشترد حط 4 باعطهای ۳ باره حط 
باشد . ۱ 


۳ تبدیل همانی - تبدیل همانی تبدیلی است که در آن تبدیل يافتةٌ هر نقطه خود آن نمطه 
است . | گراین تبدیل را با نمایش دهیم: بر ای هر نقطه گر داریم : 
شرح (۸) 1 


۴۳ تبدیل بابا - تبدیل پایا تبدیلی است که در آن تبدیل يافتهٌ همه نقاط يك نقطهٌ معين 
است , 

اکراين تبدیل را با ۳" و نقطه معين را با 
(4 نما یش دهیم » درشکل )4٩-۳(‏ داریم: ۱ نیس ن 


سا 


(شکن ۳-ه) 


(0) - (1)۸1۳ و ۵-()۲] 


بت 
۳ انتقال در صفحه - يكك بردار ثابت | هر درصفحه چ در نظر می گیر یم . از هر نطه ]1۷ 


سس جسست مخ 
در ۲ می‌توان برداد "۷۲ دا برابربا 8ا هر رسم کرد (شکل ۱۰-۳). دراین صورت لقطة 
7 راانتقال یافتة شَطهٌ ]۷[ در انتقال به ۳ 


۳۹۵ ۱ ۱ ۳9| 
برداد ۵ ۸ می کو يم . ۱ ۸۵ 
یت 9 ۳۷ 
انتقال به ۵3 را با نماد +۳" و | 
۸3 ۷ 


؟ِب"«۱۳۳ 
گاهی به‌اختصار با نماد 1" نمایش می. 
دهیم و آن دا «انتقال به برداد ([هر» یا 


۴۳۷ 


«ا سقال ۲ می‌خو انیم . دداین تبدیل ۳ را بردار اتقال می گو بيم. بنا براین: 
انتقال تبدیلی است که در آن تبدیل يافتهٌ هرنقطهٌ ۷ نقطه‌ای مانند 8 است جنان که: 
آسست مچسیت 
۶ -- ۲ ۷۷۲ 
انتقال درفضا نیز بهمین ترتیب تعر یف می‌شود. 
(۲) قضیه انتفال یاننه هر شکل با آن شکل براپراست. 


برهان - این قضیه گرجه در فضای 


سه بعدی هم درست است ولی ما فقط 


۳۹ 
0 ۳ ۱ 
در صفحه. اثبات مسي کنیم. هر کاه ۲ > 
انتقال یافته بلل‌شکل 1۳ وسه نقطه ۷۲۷[ و ۱ ۳ 
۲ ی ۱ مس < 
۷۲ و ۳۳ به ترتیب انتقال بافته‌های ]۷[ ۳ 
و آا[ و ۳ (غیر واقع بريك عط راست) ای 

سینت ۱ 
ازشکل ۳ در انتقال به بردار 13 ۸ ۱ 
باشند» دادیم : (شکل ۱۱-۳) 
جتت.. ‏ بت 
چست طت ۸ > ۷۲1۷[ 
۷-۷[ چب 

چت.... ‏ یت 

- "1۷1۷ 
و درنتیجه ۷8۷ < "۷]/1۷] . یعنی‌در انتقال, تبدیل یافته هر پاره‌عط با آن پاره‌عط برابر است 
بنابراین ۳ ۱۷ ۸۵۷-- ۵۷۲۲3۷۳۳۳ . پس‌می‌توان "۳ را چنان‌روی ۳ نهادکه ۷۲۲و ۷۲و۳۱ 
به‌ترتیب بر ]۷ و لا و ط منطبق شوند. اينك نشان می‌دهیم که ۳ و "۳ کاملا یکدیگر را 
می‌پوشا نند. تقطه دلخواه 0 در ۲ که تبدیل یا فته 8 در ۲ می با شددر نظرمی گیر یم. دازیم: 


90 زر 00 ار ۸0-0 
ا گر پس از رو یهم نهادن ۲۳۳ و ۳ : نمطه 0 بر نقطه‌ای‌از ۳ (مانند "0)) منطبق گردد داریم: 
۲0-0 د ۸۱0-0 ر ۳0-۲0 


در نتيجه ار 4 و ") متما یز باشند سه نقطه ]۷ و ۲ و ۳ بر عمود منصتف ") 0 قسرار 
دار ند که علاف فرض است . پس "0) بر () منطبق می‌شود و در نتبجه "۳ کاملا بر ۶ منطبق 
می گردد . 


۴۸ 


0 توآاست سس 
۱ سه ئمَطهٌ هر و 1 و ر) مقر و ضند. به‌سداء 6 بر داری بر ابر با 13 ۸ رسم کنید. 
۲- ثابت کنید که انتقال یافته هر خحط راست يك خحط راست است. 
۳- تبدیل يافتة يك شکل ۳ در تبدیل همانی چه شکلی است؟ در تبدیل بای جه شولی 
۴ب انتقال را در مجموعةٌ نقاط فضا تعر یف کنید. 
۵- نفاط بر و ۳ و ر) و (] دا بر صفحه کاغذ اختیار کنید و با کمكك گو نیا و حط کش: 
‌ «نتح 
تبد یلا فته بارهتحط (ار6 را در انتتال (] ۸ رسم کنیل. 
ح(سیست سس 
۶ دایره (],۸)6۵/) و ]۸ درصفحه مفروضند. تبدیل‌يافتةٌ دایره را درانتقال۳] ۸ 
دسم ۲۹ 
مه دز له ثیل در دابرة یه وتری موازی و ساوی باره سم ۲۲ ۸ ر سم حتف (مسئله 
چند جواب دارد؟) 
۸ - زاو به ۲( و باره‌عط ]۷[ در صفیحة مفروضند . پار هعطی‌مو ازی و مساوی ۷۱۱۷ 
رسم کنید که دو سر آن بر اضلا ع راو به دافع باشند (بحث) ۲ 
4 دو دایر؛ (6)00,]0 و (,6)00 و حط ل در صفحهة ([ مفروضند. خطی موازی 
1 رسم کنید که هريك از دو دایره دا در دو نقطه قطع کند و وترهای بدست آمده در دو دابره 
منساوی باشند » (مسئله جند جواب و درجه صورت جواب دارد؟) . 


۳ دودان 
۳ تعر بش مَطهٌ ثابت (4 درصفحه و راویه جهت‌دار ب0 دا در نظر می گیر یم : متناظر باهر 
سطهٌ ۱۷۲ ممطه‌ای مانند "]1۷ می‌توان تعیین ۸۸ 
کردچنان که : 
۷- 0۲ و 0- 11011 0 


باشند (چنانچه ]8 همان () باشد از شرط 
دوم چشم می‌پوشیم) دراين صورت نفطهُ"[۱] 
ر۱ تبدیل یا فتهة نمطه ]۷ در «دوران‌ به راویه »6 ۷ (شکل ۱۳-۳) 
گرد نقطهٌ (0» می گوییم. (شکل ۱۲-۳). 
برای مشخص کردن نقطهٌ "۷1 نقطهٌ ]۷۷ را بهنقطهٌُ () وصل کسرده و در نقطةٌ () بر نیم عط 
[() زاویه‌ای مساوي ۵ و در جهت مناسب (برحسب آن که ذاوية بع مثبت با منفی یا صفر 


۳۹ 


باشد) می‌سازیم وبرضلع دیگر این ذاویه پاره حط 08 را مساوی ]01 جدا می‌کنيم. 

دردوران, تبدیل یافته هرنقطهٌ ]۷ از حر کت آن نقطه بر دایره‌ای به مر کز (0 و به شعا ع 
و به‌اندازه؛ 6 مشخص می‌شود. یعنی ضمن این حر کت فاصلةً نقطهٌ ]۷[ ازمر کز دوران 
ثابت می‌ما ند ونقطةٌ ]۷[ بردایره‌ای به اين مر کز کمانی می‌پیماید که ذاوية مر کزی مقا بل آن 
به انداره 6 است. 

هردوران با مرکز آن و اندازة جبری زاويتة 6 (ذاویهةٌ دوران) مشخص می‌شود. زادية 
دوران ممکن است مثبت یا منفی یاصفر باشد. ار اندازه دورانی صفر باشد. آن را دودان صفر 
می نامند. دوران صفر تبدیل همانی است. 

دوران به مر کز (6 وبه زاویةٌ م را با نماد سس نمایش مي‌دهيم وآن را «دوران به 


اندازة م گرد نقطة ()» می‌خو انیم. 


۳ دوران يك شکل 
قضیلا -٩‏ دددودات دی یافته هٍ خط راست- 


دك خط زاست است. 
برهانن - دودان ٩۵‏ و خط 3 دا درنظر 


می گیریم. از نقطه () (مر کز دودان) عمودی 
بر 8 دسم می کنیم تا آن را در ]1۷ قطع کند 
(شکل ۱۳-۳ ). . فرض‌می کنیم"/[دور انیاته/1 
است. ثقطه‌دلخواه هر دا روی 3 اختبار و ۵۱ 
( دور آن‌با فته ۸( را تین می کنیم. بساد گی‌دیده 
می‌شود که: (شکل ۱۳-۳) 


"۸ 0۵ د 02-00 و 2۷۲0۸/۲۵۸ 


<< ۶0۵ جت ۸0۸۰-0۵ 


بس ۸1 بر "0018 عموداست ودرنتیجه دوران یافته 8 برخطی مانند "3 که در "4 


۵۰ 


بر () عمود است قرازدارد. برعکس می‌توان ثابت کرد که هر نقطه دلخواه 3۷ از "6 با 
دورانی گرد 0 به ژاویه بع س بر نفطه‌ای مانند 8 ازعط 3 منطبق می گسردد. پس "8 دوران 


یافته خحط ل کرد () بدزاویه بو می باشد. 


قضیلا ۲ ذامنة تبدیل یافنه‌های دو نقطه ددهردوران با فاصلهآن ده نقطه حساوي است. 
باتبدیل دنت چاده خحط ‏ جاره حعطی اسیت درا بر؟ ی , 


برهان - ا گر نقاط "1۷۲ و لا[ به تزتیب 
تبدیل یافته های تقاط ۷۲] و ۱ در دوران به 
می کز () و به زاويةٌ بم باشد (شعل ۱۳-۳ 


به مو جب تعر یف: 


7-- 0۷ و 0۲۲-0۷ 


(جرا) ۷( ۶ - 7۷۲۵0۲ 

بنابراین : 
جبت ۸۷/0 -- ۸۷0۴۲ 
13-۷ 


(شکل ۱۴-۳) 


قضیة ۳- اگر ۱۸۰۳>0>۱۸۰۲- باشده ؟ نگاهدد دودان س ۰ ژاویه میا هر خط و 


دودان پافتهای؛ با قدرمطلن 6 براچراست. 
برهای: - هر گاه عط ال تبدیل يافتة عط 
مفروض ل در دوران به مر کز () و به زاویة 6 
باشد (شکل ۱۵-۳)وخط 3 دا درنقطةٌ۳ قطم 
کند. چهار ضلمعی 007۷۲۳۷۲۲ محاطی است 


(چرا!). بنا براین؛ 


»-(0,) جس ۲ ]۷[ 2( 7 


مین 


9 


(شکل )٩۵-۲‏ 
نتیچه - دوران یافتةٌ هرزاویه با آن زاویه مساوی است (چر ا؟). 


۱- مثلث متساوی الاضلاعی را کرد نمّطةٌ همر سی مبا نه‌های آن به زاویةٌ *ه ۶ دودان دهد. 


۵۱ 


۲- تبدیل یافتةٌ مربع کرد مر کزش در چه دورانی خود مربع است؟ آیا در این دوران 
تبدیل یافتةٌ هر نقطه بر خود آن نقطه منطبق می‌شود؟ در کدام دوران چنین وضعی پیش 
می | ید 3 

۲ درجه دورانی» جهت دوران درتعیین دوران یافته شکل بی‌تاثیر است. 

دوپاره خحط متساوی ]زر و (آز) درصفحة ۳ رسم شده‌اند . اگر (ا[ر) دوران یافته 
۳ ۸ در يك دوران باشد مر کز وزاویةٌ دوران را روی شکل تعیین کنید. 


۵- با دوران گرد يك مر کز را در فضاً هم می‌تو آن تعر یف کرد یا فقط درصفحه است؟ 


قضیا- تبدین یافته هرشعی در هر دودای ندیه طکیل هساو است. 
برهان جون دوران تبدیلی. است که در ان باره حطها با مقده‌های خحود هم انداره با فی 


می‌مانند. بنا براین برهان این قضیه همانند برهان برابری هر شکل با انتقال یافته آن می‌باشد. 


۳۳ رسم تبدیل یافت؟ يك خط در دودان - ازآنچه ذکر شد می‌توان نتیجه گرفت. که 
بر ای تعبین تبدیل یاف يك خحط راست در هردوران به‌یکی ازراههای زیر می‌توان عمل کرد: 

- تبدیل يافتهةٌ دو نقطه از آن حط را تعیین کرده وآنها را به یکدیگر می‌پیو ندیم. 

۲- ازمر کز دوران خطی عمود برخط مفروض رسم کرده وتبدیل یافتهةٌ پای عمود دا تعیین 
می کنیم و آن را به مر کز دوران وصل می کنیم ودر آن نقطه بر پاره عط حاصل خطی‌عمود رسم 
می کنیم ۰ 

۳- تبدیل بافتةٌ يك نقطه ازعط را تعیین کرده و برآن نقطه حطی می گذر انیم که با حط 
مفرو درجهت مناسب زاویه‌ای مساوی زاویهٌ دوران تشکیل دهد. 

چنان که ملاحظه می کنبد در داههای ۲ و ۳ از وی گیهای دودان برای تعیین تبدیل یاف 
حط استفاده مي‌شود وتبدیل یافتةٌ يك نقطهٌ ازجط را تعبین کرده و با توجه به قضایای قبل‌تبدیل 
یافتة حط را رسم می کنیم. 

مستئلتآمهیب دو حط ۹ #: و قطهٌ ۸ در صفحهً ۲۳ مقر وضند» متلث مساویالساقینسی 
دسم کنید که نقطهٌ ۸ تادكك آن باشد و دو رأس دیگرش بر دو خط ,ل و ,3 واقع باشند و 
زاویةٌ رأس آن بهاندازَمٌ معلوم بج باشد. 

حل- کر )۲ ۸ مثلث‌مطلوب باشد. (شکل ۰۱۶-۳ 6 < ۸ / و ۸1-۸6 است. 
این‌دو تسادی نشان می‌دهند که در این‌صورت نقطه) تبدیل یافتهٌ نفطة3[ در دودان بسر کز۸ 


( 


و به زاویه ۵ در جهت مناسی است. 

بنابراین تبدیل یافته نعط ,0 در 
دوران کرد الط ار و به زاویةٌ ۵ از 
نقطة ز) می گذدد. پس برای دسم متلث 
کافی است حط .0 را گرد نقطةٌ ‏ به 
زادیة ۵ دودان دهیم محل تلاقی تبدیل 
یافته , با خط رل رأس ر) از مثلث 
مطلوت است. 


مسئله در چه صورت جواب دارد؟ (شکل ۱۶-۳) 


تمربن 

اند او تافق. ند که کر مرربعی در متوازی‌الاضلاعی محاط شده باشد محل برخجورد 
اقطار مر بح بر محل برخورد اقطار متوازی‌الاضلاع منطبق است ثانباً مر بعی رسم کنید که جهار 
راس آن برچهار ضلع یا بر امنداد چهار ضلع) يك متوازیالاضلاع واقع باشند. 

۲- لفطهٌ ۸ و دوخط ل و 0 درصفحةٌ ۳ مفروضنده متلث متساوی‌الاضلاعی رسم کنید که 
يك راس آن شعلهةً ۸ و دو رآس دیکرش بردوحط ق و 1 باشند. مسئله درچه‌صورت جواب 
دازد و جند جواتب؟ 

1 و ال در يك صفحه مفروضند . مثلث متساویالاضلاعیرسم کنید که سه 
راس آن برسه خحط مز بور واقع باشنك. مئله درچه‌صورت جواب دارد و چند جوات؟ 

۴- نقطه ۸ و دو دايرة ر) و آز) درصفحة ۳ مفروضند. مثلت‌فائم الزاويةٌ متساویا لساقینی 
رسم کنید که به تارلك ار باشد و دوسر قاعدةٌ آن بر دو دایرهٌ ر6 و ۳ باشند. 


۴۳ قادن مر کزی 

۳ تفر یف ب لقطهُ (() را دز صفحةٌ # در نظتر می گیر يم متناظر با هر افطهٌ ۷ در صفحه 
نمطه‌ای مانند ۲۳ در آن صفحه می‌تو ان تعیین کرد جنان که ۷ ۷( یعنی نقطهة () وسط 
"71 باشد(شکل ۰۱۷-۳ در این‌صورت نقطةٌ "84 را قرينة نقطهُ 8[ تسبت به نقطهٌ 6 و 
شدیلی‌را که‌در آن ۷ تبدیل يافتة نقطه 


با شد.تقارن بدمر کز (6( تقادن‌مر کزی) "۷ 
می گوییم ۱ 0 
نقارن به مر کز () را با نمادید (کل ۱۷-۳) 


نمایش می‌دهيم و می نو بسیم: 
5۷ 
برای تعیین تبدیل یافت هر نقطه در تقارن به‌مر کز  0(‏ آن نقطه را بهمر کز تتارن وصل 
کرده و باره‌عط حاصل را درهمان جهت به ا:دازه خحودش امتداد می‌دهیم. 


۳ وبز گیهای تقادن مر کزی - از تعریف تقارن مر کزی می‌توان نتیجه گرفت که: 


۱ هرتقادن مر کزی وارون خود می باشد ۰ یعنی : 
"۷-5۷ جبلان5-- ۱۷۲ 


۲- تقارن مر کزی: دور ان به زاویهٌ "۱۸ گرد مر کز تقارن است. بنابراین تقارن مر کزی 
همه و یه گیهای دور ان را حفظ می کند ؛ یعنی: 

س قرینة مر کزی هرخحط راست يك خحط راست است. 

- قریتة مررکزی هرشکل با آن شکل هم اندازه است. 

- در تقادن مر کزی قرينة مر کز تقارن برخودش منطبق است. 

درتقادن مر کزی هرنحط و تبدیل یافتهٌ آن متوازیند. 


۴۳ مر کز نقادن يك شکل - هر گاه يك شکل ۳ (از صفحه) به صورتی باشد که قرینه هر 
لقطه ]1۷ آن نسبت به يك‌نقطه 0 نقطه‌ای مانند [٩]‏ از خودآن شکل‌باشد» نقطه 0 دا مر کز 
تقارن آن شکل می گوييم. به-یبان دیگر شکل ۳ نسبت به نقطه 60 متقارن است . مانند يك 
پاره حط که نسبت به وسط آن؛ متقادن است. مر کز هردایره» همچنین مر کزهرمتوازی الاضلاع 
مر کزهای تقارن دایره و متوازیالاضلاعند. 


مر بن 

۱- ]با تقادن مر کزی را درمجموعة نقاط فضا نیز مي‌توان تعریف کرد؟ چکونه؟ 

۲- تقادن مر کزی با چند عامل مشخص می‌شود؟ آیا تقارنهای هسم مرکز از یکدیگر 
"متمایزند ؟ ۱ 

۲ تقاط ۸۵۳ و 9 و لز) فریند‌های سد رآس يك‌مثلث را نسبت به‌تقطهٌ همرسی‌میاندهای ‏ 
آن تعیین کرده وثابت کنبد (آر) - 1(6. 

۵- دوحوط 8 ر 1۳ و مُطه ]1۷ درصفحه ۳۳ داده شا وان بار هعطی رسم کنید. که بر نمطه ۷ 


و( 


بکذرد ودوسر آن بردوخعط ‏ و ال واقع باشند و نقطهٌ وسط آن پاره خط باشد. مسئله در چه 
صورت جواب دادداً ۱ 

خط ل ودايرة 20,۳ و شطه ۷۲ درصفحه داده شده‌اند. برخط ل نقطه‌ای مانند ۸ 
دبردايرة ز) نقطه‌ای مانند 1[ چنان تعبین کنید که 3] ]۷ -- ۷۲ ۸ وسه نقطة ۸ و 13 و۷ دريك 
امداد باشند , 


۴ تقادن محودی 
۳ عر یضت حط 0 در صفحه داده شده است. لقّطه دلخواه ]۷ دا (در صفحه) در نظر 
می‌گیریم. ا گر]۷] دی [ نباشد : قرینه ۱ 
شبت به‌خط ‏ را نقطه‌ای مانند" ]۷ 
تعریف می کنیم بطوری که [ عمودمنصف 
"7 باشد. ۱گر ۱۷۲ روی 3 باشد : 
فرینه ]۷[ نست به ‏ راهمان تعریف 
می‌کنيم. بسادگی دیده می‌شود که هر 
نقطه نسبت به‌يك خحط يك وتنها يك‌قر ینه 


"دارد. تبدیلی که هرنقطه را به قرینه آن (شکل ۳سرو). 
نقطه نسبت به‌خعط [ تبدیل می‌کنده تقادن محوری با محور 8 نامیده می‌شود. درشکل(۱۸-۳) 


فرینه‌های نقطه‌های ]۷؟ و ۳ و ۷ به‌ترتیب با 0 و ۱ و ۳ نمایش داده شده‌اند. 


۳ - و یز گیهای نقادن محودی 
قضیه- درتقارن محودق تبدیل یافنه؛ هرخط راست. یلك خط (است است. 
پرهان ‏ اگر دو خط ناموازی ل و ۵ دز صفحد ونقاط ۸۳ و 1 قریند‌های دو نقطا 
۸ د 13 از ,۵ بت به خط ‏ باشند. ۱ 
(شکل ۱۹-۳) خطهای (] ۸ و۱۱۳ 
یل ل را در تقطهای ماند () قطع 


می کنند. زیر | کد: 


۷ ۸۲ 
7 ۸ ۸ و او سر 


اکتون از نقطهٌ دلخواهر)روی ۵ 


عمود 16) دا برعط 3 فرود آورده و (شکل 15-۳) 


۵۵ 


امتد‌اد می‌دهیم نا نعط از یعنی‌امتداد ۹4 را در نفطه َ( نطع کند: 


۱ با 06 
کل اج (۱ << 


یمنی قرینهٌ هرنقطه از خحط ,۵ نسبت به محور [) بر خحط ,8 واقع است. برعکس می‌تو ان 
دید که هر نقطه (] از ,8 قرینه نقطه‌ای مانند 10 از ,8 است. پس : 
,8 0 
درحا لتی که حط ,8 موازی محور تقارن باشد. ,۵ نیز موازی‌آن محوراست (چرا؟). 
نتیجل۱ - قرینهٌ محوری هر باره حط با آن بازه خحط مساوی است. 
نتیجا۲ _ هرخط وقرینهة آن نسبت به باك محور: یا با آن محور همرسند و بامحور تقارن 
زاویه‌های مساوی تشکیل می‌دهند ویا موازی محورهستند وبه فاصله برابر از آن قر اردارند. 
قضیه- فرینة محوری هرزاویه بان ذاویه مساوی است. 
پرهاین- اگر در شکل (۲۵-۳) 00۷ قرين 9( نسبت به‌محور ل باشد. 
چ [(0(۱۷۱۷۱ 7 - ۸20۷1۷1 (۷ ۱۷1( م- ۱۷( >,)] 
(و00 مد ۳ (0 #۷ ) 
قضیه را درحالتی که یکی اذاضلا ع 
آزاویه با محور تفارن مواژی‌است ثابت 
#ضیه- تبدیل پافتهُ هرشکل ددتقادن 
محوای باان شکل هم انداژه است. 
برهان - در تقارن محوری انداده 
های باره خطها حفظ می‌شود. 
پس برهان همانند برهان برابری (شکل ۲۰-۳) 
هرشکل باانتقال یافته آن است. 
هرشکل 70 و قریناٌ محوری آن بدصورت معکوس متساویند » زرا برای انطباق آنها باید 
تبدیل یافتهٌ شکل از صفحه خار ح شود و گرد محور نقادن برخود شکل بر گردانده شود. 


نمر.بن 

-٩‏ ۲یا قرینه يك لوزی نسبت به حط مفروض در امنداد معین ‏ يك لوزی است؟ (همین 
موضو ع دا درمورد يك مستطیل بردسی کنید.) 

۲- ثابت کنید مماسهای مشترك حارجی (داخلی) دودایره باحط المر کز ین همر سند. 


۳ دودهکده ۸ 9 در بك زمین همو از در يلك طرف بكث‌شاهر اه / قر ار داز ند می‌خو اهیم 


۵۴ 


دودهکده را بار اههای شوسد. بهیزر گر اهاز تباط دهیم . ۰| گر بخو اهیم راههای ار تباطی کو تاهترین 
راه بین دودهکد, باشد, مسیر را جکو نه باید تعیین کرد؟ همین مسئله را وقتی که دو دهکده در 
دو طرف بزر ثر اه باشند» حل کنید. 


۳س ثر کمب دد نقادن محودی 
قضیا. نتیجة ترکیپ دو تقادن با محورهای موازی, چلك انتقال اصست. 
برهان - هر گاه دو حط 0 محورهای 
تقارن و نقطهُ 1 نقطه‌ای ازصفحة دو حط مزبور 
و 508 ۷ و ۸۳-5۵۸ باشد (شکل 
۲۱-۳ ): 


۸- 113/۰ جت ]111۷ -- 1] ۸4 
چسسه مسبت نت چست 
۷ ۲ ۸۲-۱۷ ۲۱ - ۸۳۱]]۲ 
اگر دوتساوی اعیر دا عضو به عضو باهم 
جمع کنیم» حاصل می‌شود. (شکل ۲۱-۳) 


ست س_ چنیت وت 
( ۳ 47۷ )۷-۲۲ 4-۱ ۱۷۲ 
پس د: 


۲ ۱۷۲۱۸۲ 
اما 111 پرداد ا بئی است که امتداد آن عم د بر امتداد دو حط | و 0 واندازة آن‌بر ابر 
فا صله این دونعط وجهت آن از ل به‌سوی 8 است. بنا براين : 


۳ 
۷۲ سب 35 5 
0 ‌ 
تبصره با همین برهان می‌توان ثا بت کرد که: 
ِِ ۲ 
1 ۳ 5 0 
ی ان و ّ نت 5 و ارون یکدیگرند با بر اف تفر دنت د2 تقارن دارای خاصت 
قضیه. ندیه فرکیب دوتقادن با مسورهای متفاطع یثك دوراب است. 
برهان - اگردو خط 87 و ل با شرطهای (60)-< "0608 د ۵ (0,0)/ دنقطه آ 


وژد 


مر ون ۳9 و 5 -- "[۷[ و ۸ < را تعیین کنیم(شکیل ۲۲-۳) »خحواهیم داشت: 
0۷۰-۷ جت ۰-0 ۸۱0۸ ۲-036۱ /03)] 
0۰ج( ( ۸0۲۱۲-۱۸۵00 ۲۵۵3۵ - 3100)] 
۷۸ 1 - ۷( ج-(۷۵- ۸۲۸۵۲۸ 03/۱ - 0(۲)] 


])0۲۱۵-0( ۸۱/۱۵, -۵[ جد‎ ٩ ۰5. ۴ 
۱ 0 


(شکل ۲۳-۳) 


به‌همین ترئیب ثابت می‌شود: 


- وم, و 
۵0 4 
یعنی در اين حالت نیزتر کیب دو نقارن محوری دارای خاصیت جابه‌جایی نیست. 


قضیه - نتیجة ترکیب دو تقادن محودی‌که محودهای آ نها برهم عمود باشند تقادن مرکزی 
ها ۱ 

برهان - به موجب قضيةٌ قبل نتیجه 
تر کیب دو تقارن محوری که محورهای 
آنها برهم عمود باشند» دورانی است به 
زاویة "هم و بهمر کز نقطه تقاطم دو 
محور تقادن ۰ و می‌دانيم که دوران به 
زادیه ۱۸۰۳ يك تفادن مرکزی است 


(شکل ۲۳-۳). 


۵۸ 


۴۳ محود تقادن يك شکل- ا گر شکل ۲۳ در صفحه به‌صورتی باشد که فرینة هر نقطة آن 
شکل سبت به عط داده شده 3 نقطه‌ای ‏ , 
از آن شکل باشد» خحط ) را محور تفادن ۱ 
شکل ۳ می گوييم (شکل ۲۴-۳). 
ارتفا ع نظیر قاعده مثلت متناوید 
الساقین محور تقارن آن است. 
هرقطر دایره محور تقاردن آن 
است. از آنچه ذکر شد می‌توان نتیجه (هکر ۲۴-۳ 


یر 


گرفت که : 


اگر يك شکل‌دارای دو محور ثقادن عمود برهم باشد دارای مر کز تقارن است (چر ا؟). 


نمر ین 

۱- مثلث متساوی‌الاضلاع دار ای چند محور تقارن است؟ 

۰- متلت فائمالزاویه در چه صورت محور نقارن دارد؟ 

۳- چهار ضلعیهایی را نام ببرید که محور تقارن داشته باشند . هريك چند محور تقارن 
دارد ؟ 

۴ يك ۱ ضلعی منتظم چنده‌حور تقارن دارد و درچه صورت دارای مر کز تقادن است؟ 

۵- دایره چند محور نقارن دارد؟ چر؟ 

۶ نفطه ]۷] در درون ۱ کم مفر و ض است. براضلا ع () ‌ و6 دو مَطه رو( را 
چنان تعیین کنید که محبط مثاث ] ۸ دارای کو چکترین اندازة ممکن باشد . 


۴۳ جانس 
۰۳ - عدد مره ونقطة ثابت 60 را درصفحه درنظر می گیریم» برای هر 1 متتاظسر با هر 
نمطه مفروض ‏ نقطه‌ای جون ‏ آ۷! می‌توان داشت جنان که: 

+- نقاط ]و69 بريك خط راست وافع باشند. 

۲- برحسب آن که عدد »1 مثبت یا منفی‌باشد» نقاط 187 و ]۸ دريك طرف نقطٌ (0 یا در 
طرفین آن اتیار شو ند. 

۳.- اندازةپاره‌عط ۷۲() مساوی حاضل‌ضرب |ءا| در اندارَة پارمعط ]() باشد. 

در این صورت لفط دا مجانس ۱۷4 ۱ 

نقطةٌ ]۷[ در «تجانس به مرکز (0 ونسبت ع[» 0 


(شکل ۲+د۲) 060 
۵۹ 


می‌گوییم (شکل ۲۵-۳). 
آ#ر تشی روملد ۷1 مجاندس رمقطه 1 در رتجا س یه مر کز () لسستا 1 اس هر گاه: 


0۸-۸ 
" «تجانس‌بهمر کز () ونست ع» دا بانماد 1 نمایش می‌دهیم و می‌تو سیم : 


ی 
م11 -- ۷ 


ار رت با شد ۷1 و دریکطرف () بوده و تحانس را مستقیم می خو انند وا کر[ 
منفی باشد ]۷ و ۷ در طرفین () بوده دتجانس را معکوس می‌نامند. (شکل ۲۶-۳). 
در شکل(۲۶-۳) نقاط "1۷ و "1۷ بهتر تیب مجانسهای تقاط ]۷ و ۷[ دز تجانس به‌مر کز 


() ونسبت ۲/۵ - ع [ ونقاط "هر و 3 و ) به ترتیب مجانسهای نقاط ۸ و ق[ دی) در 


هث_- 
تجا نس به‌مر کز ,() ونسبت ب ع ع مي با شنك. 


ی 


(شکل ۲۶-۲) 

هر تجانس با مر کز و سبت آن مشبخص می‌شود . ا گر نقطه (6 مر کز تجاس و عدد ۱ 
سبت تجا نس باشد بر ای تعبین‌مجانس يك‌نقعه ۰[۷۲ آن نمقطد زا به نقطهٌ () وصل کرده و دودی 
یم تحوط باره خط 00۸7 را در جهت ]00 با درجهت مخالف آن» برحسب آن که عددها 
مثبت یا منفیباشد» چنان در نظر می گیریم که ]1:۰ 8( باشد. 

ا کر نقطهٌ "۴۷ مجانس نقطهٌ ]۸ در تجانس با نسبت عل »(هعیع) و مر کز ز)باشد.نقطه 3۷ نیز 
مجانس نقطة 101 درهمانتجاس و با سبت سل است : 


۶۰ 


تجانسهای‌به‌مر کز () وبا نسبتهای عا و اج و "ج و ۰.۰ را مجموعهٌ تجانسهای هم مر کز 
می‌گویيم. هر تجا نس از يك مجمو عه تجانسهای هم مر کز با يك عدد جبری مشخص می‌شود. 
تجانس را در مجموعه نقاط يك صفحه یا اصولا در مجموعه نقاط فضا می‌توان تعریف 


کرد . 


۳ حالتهای ویژه - در تجانس به مرکز (6: 
ِ مسچ 5 + ۱ 

۱-۱گر ۱حدع باشد؛ 06 "00 و بنا ببراین مجانس هر نفطه برخود آن نقطه 

منطبق است. نی ۲ ]۷ج 3] پس تجانس با سبت ۱ تجانس همانی است. 
: سب سه سس 8 

۲-اگر ۱- یل باشد» ]001 - -- 081 و دوقطه 11 و ]3 نسبت‌به مر کزتجانس 
قرينة یکدیگر ند. یعنی ۱۷-۸ 10 پس تجانس با نسبت ۷ب تقارن مر کزی است. 
۳ شکلهای مجانس 

تعر بف - شکل ۳ را دز صور تی‌دريك تجانس؛ مجانس شکل ۳ می گو ییم که هر نقطه ۳ 


تبدیل یافتهٌ يك نقطه از شکل ۳ در تجانس 1 
مز بور باشد و تبدیل یافه‌های همه تقاط ۳ را ۲ 


شامل باشد. این معنی را به‌صورت زیر می تو ان 
نما بش داد : 


(11,۸۸۲ ۱۸۸-135 1) -- ۳ بْ 


0 ] چسه (شکل ۳۷-۲) 
درشکل (4)۲۷-۳ ۳۳ مجانس ۲ درتجانس به مر کز 0 و نسبت کوچکتر از ۱ می‌باشد 
(جرا؟) . 


قضیه - مجانسیهای هرشکل دد دد تجانی‌هم مرکزه خوددد تجانسی باهمان مرکزه مجانی 
یکدیگرند . ۱ ۱ 

پرهان - ا گر تقاط" و۷۲۷ مجانسهای 
قطهٌ ]۷[ ازشکل ۳ در دو تجانس به‌مر کز() 
و با نسیتهای او" باشند (شکل ۰۲۸-۳ 


(شکل ۲سر۲) ۰ 


به موجب تعریف تجانس: 


۱ چب یب 
0۷ ]1 <س-]16"۰4(۸ -- 0۲ 

"۷ ۱ 27() سای وج 
چس هب 
۷۲ !۱۷( ز ست ۷۳ (0 


از طرفی : 


۷ "۷ با 01 ۱۳۹۱ << ۷ 
"۷-0 چب تس جس م ۰ هت 
1 1 0۲۸ ۱ 01-2 . 


و از تر کیب دو رابطهٌ اخیر خواهيم داشت: 


«# وت #۲ نوست 
رس : 06 اج 010-0 


۴ ششت ٩‏ تست 
(یک سبط ۰ 1610 - ۲ج 031-201 


پس شکل "۲ مجانس شکل "۲ ودتجانس به مر کز (0 و نسبت مع می‌باشد. 
در حالتی که "ع[عد اع یا "ع] - < اج باشد نتيجه دا بحث کنید . 


قضیه - مجانی‌هرخط راست؛ خط راست است. ‏ 


برهان - تجانس به مرکز 00و نسبت 1 وعط 3 را درنظر گرفته و لقطهٌ 4 مجانس 


يك نفطه ]۷ از 1 را در تجانس مز بور تعیین می کنیم شکل (۲۸-۳). از نقطهٌ "8 خحط ال را 
مواری [) رسم‌می کنیم. نقطهُ دلخواه ۷] از 0 
را در نظر گرفته و نیسم عط ۷( را رسم 
می‌کنیم تا خط " را درنقطة ۷7[ قطع کند. 
باتوجه به‌اینکه ۷[ مجانس ]1۷ در تجانس 


۱۷ ۷۸ 
داریم؛ (شکل ۳ه۲) 
00۷-0۷ 


۶۲ 


1 ۲ 


به این معنی که مجانس‌هر نقطه از عط 0 برعط. [ واقع است. برعکس بساد گی دیده می‌شود 
که هر نقطه از "ل مجانس نقطه‌ای از 4 است » پس "8 مجانس 4 است. 

نتیج۷ ۱ مجانس هر پاره‌عط . پاره عطی است موازی با آ نکه اندازه‌اش برابر است‌با 
حاصل‌ضرب اندازه آن پارهعط در قدر مطلق‌نسبت تجانس (چرا؟). 

نتیج۷ ۳- مجانس هرزاویه زاویه‌ای است مساوی با آن (چرا؟). 


دمر .بن 
۱- تقارن مر کزی‌تجا نس مستقیم است با معکوس؟ جر ۱؟ 
۲- هرتجانس با چند عامل مشخص می‌شود ؟ يك مجموعه تجانسهای هم م رکز چگونه 
مشخص می‌شو دا 
۱ وت طست 
۳- اگر ]1۲-13۲1 باشد » تماری ]۰۰۰08 "01 دا چنانکمل کند که 
گراره درست باشد. 


۱ 

۴- گر 13۲30 ۷ د الا 30-11۲ باشد . چه تبدیلی نقطٌ "1 دا به 1۸ 
تبدیل می کند. فاصلهٌ دو نقطهٌ "1۷ و "۷۲ درا تعیین کنید. 

۵ اگر نقاط ]8 و ۸ به‌تر تیب‌مجانسهای‌دو لفط 7۷ و درتجانس به مرکز 0 و 
نسبت دبا باشند » با فسرض ۶ [[۷[ سانتیمتر فاصلة دو نقطهُ "7۷ و ۱ دا تعیین 
کنیل . 

۶- آیا می‌تو ان دوپارعط ۸3 و ۸۳ از يك صفحه را مجانس یکدیگر دانست؟ دد 
اصو ها نی هی بو را مشخص کنید. ۱ 

۷ ثابت کند مثلئی که سه رأس آن اوساط اضلاع بل مبلت باشنده مجانس آن مثلث دز 
يك تجانس است. مرکز تجانس ونسبت آن را مشخص کنید. 

مس دوخحط ,لول و نقطهٌ‌هز را درصفحهة ۳ در نظرمی گير یم می‌خو اهیم بر نقطهُ ار حطی 
مرور دهیم که دوخط مز بور دا به‌تر تیب درنقاط ,9 و 8 فطع کند و ,( ۸13-۲۸ باشد. 
مسئله درچه‌صورت جواب دازد ؟ در حالت ویژه چه اوضاعی پیش می‌آید. 


قصیه جنس هرچندضل‌ی ۰ چندضلعی دیگری است‌که بای چندضلمی متشابه استو 
سبت تشابه مساوی با قدد مطلق نسبت تجانی است د اخلا ع متناظر چندضلمیها متوازیند. 


۶۲ 


پرهاد- به موجب آنچه قبلا" اثات‌شد» 
زاویه‌های چند ضلعی و تبدیل یانته‌های آنها 
نظیر به نظیر متساویند و سبت اضلاع نظیسر 7 
چندضلعیها با قدر مطلق نسبت تجانس مساوی 
است . پس دو چند ضاعسی متشا بهند . (شکل 
تسش (شکل ۳۵-۴) 


هر گاه چندضلعی ۳ (مجانس) را درصفحةٌ تغبيرمکان‌دهيم تشا بهبینآنهامحفوظ می‌هاند 
حالآن که توازی اضلاع ممکن است از میان برود. برعکس می‌توان ثابت کرد که: 

شکل متشابه با يك جند ضلعی؛ شکلی است که بتوان آن دا با تغیر مکان به صورت 
مجانس آن چند ضلعی تبدیل کرد. 


قسّیه - دزهرخجا نی مجا نی دایره» دایره 


ی ۱ ۷4 0 
برهادب دايرة (2)0,13) و تجا نس3] ۳ 
را درنظرمی گیریم؛ اگرنقطه "()مجانس مر کز 3 
دایره- و مطه ۷ میجا نس نقطه‌د لخو اه ازدایره ۰ 
باشد (شکل ۰۳۱-۳ به‌موجبآنچه اثبات‌شد: 
۰1 | - ]۷] () ۰ عا|- 0۸۱۲ (شکل ۳۱-۴) 


و مقداری ثابت دارد. ازطرفی نقطهٌ "(4 مجانس مرکز دایره و نفطهٌ ثابتی است (جرا؟) . پس 
نقطه "۷1 بردایره"/) به‌مرکز "00 وشعاع ۰11|عا| داقع است برعکس بسادگی می‌توان دید 
که هر نقطه ازدایره "یر مجانس لقطه‌ای ازدایره ر6 می باشد. بنا براین: : ۱ 


درهرتجا نسمجا نس‌هردایره دایره‌ای انست که مر کز آن مجانس مر کزدایره در همان‌تجانس ‏ 
وشعا عآن مساوی حاصل‌ضرت شعاع دابره در قدرمطلق نسبت تجانس است. 


قصیا. دو دایر؟ غیر مساوی داقحع در يكث صفحصه به طود هستقیم یا معک وس مجاننی 


برهان - دایره‌های (20,10) و 
(ظ,0)0 را در صفحة ۲ در نظر 
می گیر یم (شکل ۳--۳۲). ددشعا ع موازی 
و همجهت ]0 و 0]۲) از دددایره 
رسم می کنیم» اگر ۲2-۲۲ دو حسط 


۲ و« "(20) در نقطه‌ای مانند ٩‏ یکدیگر 
را قطع می کنند و: نی 
۵07 1 (۵56 جچ ۱۷ 
۱ 1 ۷ "51 
بنابراین: ۱ . ۳ -- ۷۲ ٩ج‏ 8 


با توجه به این که ٩‏ لقطهٌ ابتی است (چرا؟)» ودر بکطرف تعط "00 می‌باشد (چرا؟) 


یگ يك‌عدد حقیقی وثابت است که به!نتخاب نقطه‌های ]۷[ با "]۷] بر دو دایره بستکی‌ندارو؛ 


از تساوی بالا م ي‌توان نتیجه گرفت که مَطةٌ "۷1 مجانس لقطةٌ ]۷ در تجانس به‌مر کز5 ونسبت 
۲ 


4 است. در شحجه دایر 9 مجا نس دايرة بر در همین تجانس است؛ و نیز دايرةٌ زانجاس 


دایرةُ "6 در تجانس به مرکز 8 ونسبت 2 فتاه 

نفطةٌ 5 را مر کز تجانس مستفیم دددایره مي گو یيم. 

اگر ۲۴۳ مماس مشترك خارجی دودايرة 42 و "ز) باشد (شکل ۰)۳۲-۳ 0۲ و 0 
موازی و هم‌جهت هستند و در نتیجه دو نقطهٌُ 1" و "۲" در تجانس مستقیم به مر کز ٩5‏ و سبت 
4 
سچمجانس یکدیگر ند پس ۲۲" از طهٌ ٩‏ می گذرد؛ یعنی؛ مماس مشترله خحارجی دو دایره 
ازمر کز تجانس مستقیم آن دو دایره می گذره ۰ 

اگر دردو دايرة مفروض دوشعا ع دلخواه مواری اما درجهات مختلف دسم کنیم؛ به همین 

و 


"۳ 5 ۱ 1 
,ترنیب ثابت می‌شود که دو نقطهٌ انتهایی دو .شما ع دريك تجانس به‌مر کز 5 ونسبت 3 


1 ۱ ۱ 
( يا بچ-) مجانس یکدیگرند. نفطةٌ 8 خطالمسرکزین دا به نسبت دو شعاع تضییم 


۶۵ 


می کند و آن را مر کز نجانس‌معکوس دودایره 
می‌گویيم (شکل ۳۲-۳) . بدیهی است که , 
دراين حالت شعاعها می‌توانند برابر باشند. 
به‌همان طریق که در مورد ماس مشتر له 
خارجی گفته شد مماس مشترك داخحلی دودایره 
نیز از مر کز تجانس معکوس دایردها 


می کدرد. 
دو نقطه ۱۷۲ و ۱۷۲ مقر و ضنله. 11 "۷ را می توان مجانس لفط 1۷8 درنظر گرفت؟ 
در کدام تجانس؟ 


۲- نقطهٌ (0 و نقمله " [ مجانس شطهٌ 1۷ در تجانس 1 درصفحةٌ ۳ بفر وضند. اه ۸ 


را دراین صفحه درنظر گرفته ومجانس آن را درتجانس 11 به وسیلةٌ ترسیم تعیین کنید. 

۳ ۲ ام مفروض است؛ نقطهٌ ۸ را برضلع () اختیار کر ده‌ایم. می‌خو اهیم دو پاره 
تحط موازی چنان دسم کنیم که هردو به دو ضلح زاویه محدود باشند و ابتدای یکی بر نقطة ۸ 
دافم باشد وا:دارغ یکی دو برابر دیگری باشد. مسئله جند جواب دارو؟ 


نمونه‌هایی از کادبرد تجانس ددحل مسئله‌های هندسه 

تعریشه مستطیل یا مربمی دا که يك ضلع‌آن بریکی ازاضلاع متللی منطبق باشد ودودأس ‏ 
دیگرش بردوضلع دیگ مثلث واقع باشند محاط درمثلث می گوییم. درحقیقت چهاررأس هرچهار 
ضلمی محاط دريك مثلث براضلاع مثلث واقع هستند واما درهرحال دورأس‌آن بر یك‌ضلم‌مثلث 
دافع خو اهند بود. 

ممثللا !- درمثلث مفروض مستطیلی محاط کنید که اندازة يك ضلع آن دو بر ابر اندازهء ضلع 
دیگرش باشد. 

حل- فرض می کنيیم مستطبل ۳00 810۷ ددمثلث /36] هر محاط باشد (شکل ۳۳-۳).. در 
این صورت پاره‌عطهای د ۸0۵ دا دصل می‌کنيم دبرپاره حط دلخواهی مانند "8408 
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که موازی ر)3[ رسم می‌شود ودوسر آن 
پر اضلا ع 3 هر و )هر وافند مستطیل 
1۳3۳/0 دا با می‌کنيم که راس 
آن برباره حعط ۳ دافع بوده ودد 
نتیجه رأس "0) آن بسر پاره خط ۸00 
واقع شود (چرا؟). این ستطیل مجانس 
مستطیل (۳6] ]8 درتجانس به‌مر کز ۸ 


است (جرا؟)؛ ددراین صورت : 


۱۳-۲ چ تیب سرا جس اس ۲۷ 
است. ازاینجا دراه حل مسئله به‌طریق ز بر مشخص می‌شود. 
نعطی موازی ضلح 196 ازمثاث دسم می کنیم تا دوضلع 3[ هر و ۸ را درنقاط ۷۲ و 
۷۲ قطع کند. دراین دونقطه دوعمود بر ۸۷ ۷[ 
رسم می کنیم و بر آنعا دو باره خحط ۳] ۷[ و 
"00 را چنان جدا می کنیم که : 


۱۷-۸0 ۷ 


( شکل ۲۴-۳) پاره‌عطهای اد ر ۸0 
رارسم می کنيم. تا ر96] را در نقاط ۲ و 60 
فطع کنند . این دو نقطه دو ز اس از مستطیل 
مطلوب هستند. ۱ ۱ (شکل ۳سح۴) 

اگر بر عمودهای مرسوم بر 8 ۷۲] دو پاره حط به تفت مساوی "۷ ]۲[۷ جدا 
کنیمی به همان ترئیب مستطیل دیگری محاط دد 
مثلث می‌توان رسم کرد که اندازهٌ یکی از اضلاع 
آن دو برابر اندازة ضلم دیگر است (شکل 
۰)۳۵-۳ 

مسثلا ۳- در متلث مفروض مر بمی محاط 

حل- با توجه به‌شکل(۳۶-۳). وروش 
حل مسئلهٌ ۱ داه ترسیم‌مر بع راییان کنید. 


5 هکل سب ۲ 


کار بردهای عملی تجانس 

نمو ۷ «٩‏ شماهمه با سینما آشنا هستبد و تصویرهایی‌داکه برپرده می‌افتندمی‌شناسید. این 
تصویرها مجانسهای تصویرهای بیار کوچکی هستند که روی فیلم چاپ شده‌اند. مر کز تجانس 
چرام نورافکن و نسبت تجانس عددی است نسبتاً بزر گك » شاید ۱۰۰ یا ۲۰ یا ۱۰0و 
این عدد به‌فاصلاً پرده از دستگاه تصویر اندازی بستگی دارد. 

نمو ۷ ۲- عکس کوچکی را پهلوی بزر گک شدة همان عکس بگذارید و با دفت به آنها 
نگاه کنید. آیا می‌دانید عکس بزر کك چگونه نهیه شده است؟ با ابزادی شببه به دستگاه تصویر 
انداز سینماء که در فن عکاسی آن دا بزر گک کننده (آ گر اندیسور) می گوینل » مجانس عکس 
را بانسیت معین‌تهیه می کنند(شکل ۳۷-۳). 


ثمو ۷ ۳- در ترسیم نقشه وتصویر 
برای کوچك کسردن شکلها می‌توان از 
تجانس استفاده کرد . در این صورت 
نسبت تجانس را مقیاس نقشه می‌خو انند. 
فرض کنیم می‌خواهیم تصویری را 

سه باد کوک کنیم. کافی است 
نقطه‌ای‌ما نند 0 روی صفحا شکل اختیار 


کنیم » (شکل ۳۸-۳) و آن را مر کز 

تجاتس قرار دهیم و مجانسهای بعضی ۱ (شکل ۳۸-۳) 

قطه‌های اصلی و مشخص شکل دا دد تجانس بهمر کز () و نسبت ۳ تین کنیم و آنها را به 
یکدیگر وصل نماییم. 


۶۸ 


مجائس نگار - مجانس نگاریا پانتو گراف" وسیله‌ای است که برای دسم مجانسهای شکلها 
به کار می‌ز ز د. 
اصول ساختمان ما نموه نگاد بر ویة کیهای متوازی‌الاضلاع و متلثهای متشابه بنیاد شده 
است.ور شکل (۳۹-۳)متوازیالاضلاع 186,1۷ ۸ دا در نظر بگیرید. اگر نقاط 0 و ۸۵ و 8 
اند : 
 .‏ ۸۸ 
۱ م - 7۸0۸ چ ( نی 
بنابراين سه نطهُ (۵ و ]3۷ و ۷۲۲ بر يك حط ۱ 
راست واقعند ؛ از طرفی : 
۷ ۷ _ 01 
4۱ ۷. 3 0۲ 
پس اگر نقطهٌ ر) را برپاده حط 1۷۲7 چنان 


و ب) د ]۸ د ۷ جنان اختبارشده باشند که 


احتبار کنیم که ۷ باشدء درهرحال: 
۳ 0 

۱۳ ۱ 

است . ینی لقطةٌ 847 مجانس نقطاٌ 7۷6 در (شکل ۳-ه۲) 
طاقن پمک (ویت میم ای پس‌اگر نقطة 16 بریك شکل ۲ تفیرمان دهد. نله 
" مجانس آن شکل دا به نسبت ع بزرگتر از آن رسم می‌کند. ۱ 

در ساختمان پانتو گراف تینه‌های فلزی پا پلاستیکی 0۵ و 806 د ۸ د ال را 
چنان تعییه می کنند که دو تبغاً کوچك در نقاط ‏ و ) به دو تبغاً بزر گگ مفصل می‌شوند و با 
. پیچهایی در نقاط معین از دو تيغهةٌ اول مسکم مي‌شوند. درنقطةٌ 0 به این تیغه يك سوزن ثابت 
نصب است و در نقطهٌ 8 نیز سوزن متحر کی قرار دارد و در لقطهٌ 87 جای قرار دادن مداد 
یا قلم تعبیه شده است . 

ایا تچ ی و ار یی چنان تنظیم کنیم که 
ر6 ]۸۷ د ۸-۷ باشد . (تا )13 ۸ متوازی‌الاضلاع باشد) و اندازه‌های 


پاره‌عطهای ( زر و ر136 چنان اختبار شو ند که ام تا باشد» در این‌صورت وفتی‌سوژن 
0 دستگاه را در نقطهای از صفةً شکل‌ا بت نگاه دایم و نفطةٌ 6 بريكشکل ۳ جابه‌جا شوده 


و2۵۵۱ ۷ 


۶۹٩ 


نوك مداد نصب شده درنقطةٌ "1۷1 مجانس آن شکل دا با نسبت 16 رسم می کند (شکل ۳- ۴۰) 
و نس سم می کن 


(شکل ۰-۳ع) 


مر تن 

۱- دد دايرة (٩4(,1)ر)‏ د ( ,1٩‏ 0)ر) د نقطةٌ 1۷8 درصفحةٌ ۳ مفروضند. می‌خواهیم بر 
نقطهٌ ]۷[ خطی‌مرور دهیم که دو دایره را درنقاط ۸ و "هر فطم کند و ۷۸-۳۷۸ باشد. . 
سئله در جه‌صورت جواب دارد ؟ 

۲- وتر ۸3 از دايرة (4(,۲0),) ونقطهُ ]1۷ بر آن دایره مفروضند » و تری از دایره سم 
کنید که يك سر آن لفط ]۷] باشد و به وسبلهةٌ وتر ۸2 به دوپاره حط به نسبت ۲ ۱ تقسیم 
شود . (شرط وجود جواب چیست؟ مسئله چند جواب دارد؟) 

۳- بر نقطهُ تقاطم دو دایره خطی مرور دهید که اندازه‌های وترهای دو دایره برآن عط 
به‌نسست ۳ و ! باشند. (همین مسثله را چنان در نظر بگیرید که وترهای مزبور ساوی باشند.) 

۴ - دو دایرة هسم مر کز مفروضند. خحطی رسم کنید که هريك از دو دایره را در دو نقطه 
قطم کند و اندازه‌های وترهای دو دایره بر آن خحط با دو عدد مفروض ۵ و متاسب باشند. 
(درحا لت ویژه مسئله را چنان حل کنید که نسبت وترها مساوی سبت شماههای دو دایره باشد. ) 

۵- مجموعةٌ مثلثهايی دا که در آنها دو رأس .19 و 6 نقاط ثابت صفحه و 7۸ آنها نیز 
مقدار ثابت دارد درنظر گرفته مکان هندسی قاط همرسی ارتفاعهای آنها دا تعیین کنید . این 
مکان هندسی مجانس معکوس قسمتی از دابرژ محیطی مثلث است. آن قسمت دا مشخص کنید. 

۶ در مجموعةً مثلثهای مسللاً فبل مکان هندسی نقطةٌ همرسی میانه‌ها را تعیین کنید . 

۷- در مثلث مفروض مستطیلی محاط کنید که زراوية یين قطر دضلم بزر گ آن ۳۰۲ باشد. 


۷ 


خو اند نی 


د کارت 


دنهد کادت» حکیم د فیلسوف و دیاضیدان فرانسوی دد ۱۱ فردددین ٩۷۵‏ جشم به 
دنیا گشود و دد ۲۲ بهمن ۲۱۰۲۸ در استکهلم در گذشت. بدرش اف دا برای تحصیل علوم 
قدیمی به کشیشان ژزوئیت سپرد و او ازسال ٩۸۳‏ تا هشت سال نزد آنان مطالبی آموخت و 
دراین میان دل به‌دیاضیات سپرد. ازسال ٩٩۷‏ تا برهه ۱ به سیر آفاق وانفس پرداخت ودد 
ضمن دیاضیات دفلسفه آموخت. 

ددسال ٩٩۸‏ آثار يك تحول, بلکه يك انقلاب عقلی و علمی دد او ظاهر شده بود و 


اين دضع اساس يك فلسمَهُ خاص قراد گرفت. ازسال ۸ 4 6 ۱ در کشور هلند مقیم شد تَافلسفة" 


خود دا قوام بخشد و آن دا درمحافل مختلف زمان دسوخ دهد. دداین میان سه‌باد و هر باد 
برای مدتی کوتاه. به‌پادیس سفر کرد وددسفر دوم با پاسکال معروف» فیلعوف و دیاضی‌دان 
زمان» بر‌خودد کرد وبه وی توصیه تمودکه ددباد خلا" به آزمایش بپرداند. 

در آن‌زمان نفوذکشیشان کاد دا بردانقمندان دشواد ومیدان دا بر آنان تنگه‌می‌کرد. 
نا جایی که کالیله دد ایتالیا به‌مناسبت اندیشه‌های علمی خود به محاکمه خوانده شد. وقتی 
که دکادت درسال ۲۱ ۱ آزمحکوم شدن گالیله گاه شد, ددباره عرضه کردن عفاید خود 
راء احتیاط پیش گرفت. با این وجود. هنگامی که کتاب «رسالهٌ عالم» دا منتشر کرد مورد 
نکوهش و حملاٌ بی‌امان طرفدادان ارسطو و کشیشان ژزوگیت فرانسه‌وهلند قراد گرفت و 
سنای هلند تعلیم آثاد او دا ممنوع اعلام کرد ذیراکه معتقد بودکه آثاد مزبود «جوانان‌دا 
ازفلسفهةٌ کهن و سالم باز می‌داشت.», 


کار مهم د کادت در دیاضات ابداع هندسه تحلیلی است, : بعنی برردستی گز اره‌های‌هندسی 


به کماك. اصول محاسبه و چین. دداین هندسه, جنان که می دا نید, هر نقطة صفحه با يك جفت 
عدد مشحص می‌شود و. هر نفطهٌُ فضَا با سه عدد شناخته می‌گردد که اه ارات سا 


( ۳ تار بجها یه ده هجر ی شسی است بهتاریخ مبلادی تو لد شوج دکارت را ۰ 


#وس ی سب 


۷۱ 


۷ ۱ ۱ 
دستگاههای فقائم مختصات دکارتي نقطه می‌نامند. 
در زبانهای خارجی مختصات نقطه دا در دستگاه قائم, « مختصات کادیزیّن » نقله 
می‌گویند وکلمة کادتزین از نام لاتینی کادتزیوس گرفته شدء که به‌جای دکادت به کاد 
می‌رود. دد کتابهای دیاشی بهزبان فادسی نیز گاهی با اصطلاح «مختصات کادتزین نقطه» 
برخودد می کنیم. ۱ ۱ 
د کادث در زمان حیات خویش در قلسفه و دیاضیات شهرت زیاد کسب‌کرد و در سال 
۸ بهدعوت . کر یستی‌ین ملک سوگد به‌استکهلم پایتخت‌آن کشود سفر کرد واودا باعزت 
واحترام بسیاد مدیر | شدند: اما آب وهوای سوئد بامزاج ضیف و بدن تحیف وی سازگاد 


نبود وسرانجام وی دا ازبای در آورد. 


فصل چهارم 


شکاهای فضایی 


۴- کنجها 


۴ باد۲وری از هندسا؟ فضایی - هندسهة فضایی بخشی ازهندسه است که در آن ازشکلهای 


سد بعدی» یعنی شکلهابی که همه تقاط آنها در يك صفحه وافم لمستنل » سحن می‌رود. ساده‌تر ین 


این شکلها فرجه است. 


۴ قفرجه س فرجه ژیر مجموعه‌ای از تقاط فضا است که بین دونيم صفحه با مرز مشتر 2 


محدود باشد (شکل ۱-۴). 

هريك ازدونيم صفحه را يك‌وجه. وفصل مشترله 
دونیم صفحه را یال فرجه نامیده‌ايم. فرجٌ بین‌دونيم 
صفحهة (],0)و( ۳ و8) دابانماد (۳0۳) نمایش 
می‌دهیم» وهرجا که اشتباهی رخ ندهد» فرجه را تنها 
با يلك حرف با دوحرف از یال آن می‌خوانیم؛ مثلا 
در شکل ۱۴ فسرجه ("۳۳) دا می‌خوانيم 
«فر جهٌ 0». 

اندازهُ فرجه بااندازهٌ اويةٌ مسطحهآن مشخص 
می‌شود. زاويةً مسطحهةٌ فرجه زاویه‌ای‌است که‌اضلاعش 
۱ در دو وجه فرجه و دريك نقطه از یال؛ بر یال فرجه 
عمود باشنده مانند 00۲ درشکل (۱-۴). 


۴ ۲- گنج - کنج زیر مجموعه‌ای از فضاست که 
از اجتما ع چند زاویه پدید می‌آید. چنان که آن 


زاو یه‌ها ر آس‌مشت له دار ند وهر يك‌از آنها درهرضلع 


بايك زاویةٌ دیگر و تنها با همان زاویه ضلغ مشترله 


۹ 


(شکن و) 


۵4 


(شکل ۲-۶) 


۳۳ 


دارد وهیچ دو زاویه‌ای دريك صفحه واقح نیستند. مانند کنجی که درشکل (۲-۴)دیده می‌شو د. 
ساده‌ترین کنجها باسه نیم حط که اغاز مشتر 2 داشته ودر يك صفحه و اقع نبا شند مشخص می‌شو د. 
درهر کنج رأس مشترله زاویه‌ها را «أمی, قسمتی از صفحة هرزاویه دا که ین دو ضلع آن 

میحصور است» وچه؛ ضلح مشتر له هر دوزاوية مجاور دا یال و فرجهٌ بین هر دو وجه مجاور را 

که با سایریا لها دريك طرف این دووجه کنج فر اردارد» يكث فرجة * کنج می گوییم: 
هر کنج با راس ویا لها مشخص می‌شود. ازاين روی درنمایش هندسی یو ر کنج رابا 

رأس ويك نقطه ازهر یال نشان می‌دهیم. مانند کنج 7 درشکل ۹ 5 
کنج گیژ یا عحدب آن است که همه وجوه ویا لعای‌آن دريك طرف هر وجه دلخواه از آن 

واقم باشند. واين درصورتی است که اندازهٌ هر فرجة آن کوچکتر از ۱۸۰۳ باشد. کنجی که 

حتی يكك فرجة بزد کر از ۱۸۰۱ داشته باشدء کنج کاو یا مقعر است. 
کنجهای قر ینه - دو کنج که رأس مشتر له داشته وبا لهای آنها دو به‌دو دريك امتداد اما در 

جهات مختلف باشند» کنجهای قرینه نامیده می‌شوند. کنج قرینةٌ هر کنج ازذامتداد دادن‌با لهای 

آن پدید می آید. درشکل مقابل کنجهای 5۷2 د 2 ۷ 5 قرينةٌ یکد یگر ند. 
کنج منتظم - کنج منتظم آن است که هم , ۷ 

زاویه‌های آن با هم وهمهٌ فرجد‌های آن نیز با 

یکدیگر ساوی باشند . ثابت می‌شود که ار 

داویه‌های يك کنج متساوی باشند فرجدهای‌آن نیز 

باهم ساویند. پس ا گر در کنج ۷ 5 شکل ۳-۴ 
7210 7۷92 ده 70۲ 

باشد. کنج مز بورمنتظم است. 
کنجها را با توجه به تعداد وجه‌هایآنها کنج 

سه وجهی؛ کنج چهار وجهی و... يا کنج ۱ وجهی 

می گو بیم. 
کنج سه دجهی - کنج سهوجهی ساده‌تر ین کنجها 

است» زیراکه با کمتر ازسه و جه اصولا کنج تشکیان 

نمی‌شود و از برخورد دو صفحه فقط يك فر جه بدید 


می آ ید نه کنج. 


کنج سه وجهی؛ سه وجه سه یال سهز او یه سه 


س ۳ 


۱ 


ت 


فر جه ويك رأس دازد ومی توان گفت: 


۷۴ 


کنج سه وجهی با سه نیم حوط همرس غیرو اقع بر يك صفحه مشخص می‌شود. 
کنج سه قائمه - هر کنج سد وجهی را که هرسه ۳۹ 
زاو آن فا ئمه باشند. کنج سدقائمه می گویيم. مانند 

کنج بزپو6 درشکل (۴-۴). 

عمود است ؛ جر ۱؟)؛ وحجه‌های هر کنج س‌فا دمه دو ب4دو 5 


سه قا نمذء فرجه‌های قا مدا ند. 


نمر.بن 

۱- مجموع راویه‌های يك کنج چهار وجهی منتظم ۲۴۰۴ است. اندازه هرزاويهٌ آن را 
یی کید ۱ 

۲ آیا کنج سه وجهی می تو اند کاو باشد؟ جر ا؟ 

۳ دريك کنج چهاروجهی اندازه‌های دوفرجهُ مجاود "۱۵ و ۲۱۵۲ است. این کنج گوژ 
است یا کاو؟ جر ا؟ 

۴ زاويةً قائمةٌ تو()»و را در نظر گرفته وورنقطةٌ () پرصفحة بو()یر نیم‌خط 2() دا عمود 
می کنیم. کنج ,)6 جکو نه کنجی است؟ زاویه‌ها و فرجه‌های آن را تعیین کنید. ۱ 

۵- اندازهٌ زاویةٌ 5()و مساوی "۶۰ است. در نقطهٌُ () نیم خط بو() دا بر صفح 00۷ 
عمود می کتیم» زاویه‌ها وفرجه‌های کنج ,77»د() دا تعیین کنید. 

۶ چهار نیم حط دريك نقطه همرسند وهی سه‌تایآنها دريك صفحه واقع نیستنده در نقطة 
همرسی بااین نیم‌خطها چند کنج مشخص می‌شود؟ آنها را نام ببر ید. 


۴ و گیهای کنج سه و جهی 

قضید۱- د هر کنج سه وجهی هر (اویه از عجموخ 
دوژاوية دیگر کوچکتراست. 

دهای. اگر کنج منتظم با شدب قضیه روشن است. 
پس قضبه را برای حالتی ثابت مي‌کتيم که يك زاویه 
ارهر يك ازردوزاوية دیگر بزر کتر باشد. ا گر 92 
بزد گتر ین زاو یه کنج سهو جهی 2 ۷ :5 باشد (شکل ۵-۴) (شکل ۲م) 


۷۵ 


درصفحةآن نیم عط 86 راچنان رسم می‌کنیم که 1/8 )۷8 ۰ حال بر دو نیم حط 
چبه و ٩‏ به ترتیب دو باره حط هر5٩‏ و (51 دا ساوی یکدیگر جدا کرده و فرض می کنیم 
صفحهةٌ اختباری ۳ که پاره عط (]ر را شامل است نیم عطهای 6۷ و ٩‏ را به ترتیب دد 
قاط (] و ز) قطمع کند دراین صورت: ۱ 
3 ۸ - ]۸۹ ۸ (ض‌رض) 

بنا براین (۷0-- ۳۱۸ 

درلث ۸136 : ۸626 جت [0- 360 ۸ ] 
. ودر دو مثاث 5۸6 ویک 

60 ۶ 7۶۸۹0 ج 6( ۸ و ۹0-50 و (]5-- 5۸) 
باتوجه به‌آن که دوزاو یه (] 5[ و 35۸[ متساویند (چرا؟). می‌توان داشت: 


60 -4 812 مر << ۶95۸ +7۹ 
نا 0 7 < 985۸ ۶ +7۱۵۹ 
ازاين نامساوی می‌توان نتبجه گرفت ۸ ]نا 7۸ 


یعنی: دد هرکنج سه وجهی هرزاویه ازتفاضل ده ذادية دیگر بزرگتر است, 
قضیه ۳- در هر کنج سه وجهی مجموخ سه ژاویه از چهادفا ئمه کوچکتر است. 
برهان یال بو8 از کنج سه وجهی ,2و5 (شکل ۴-ع) را از رأس 5 درجهت مخا لف 
آن امتداد می‌دهيم کنج سه وجهی 2 ٩57‏ پدید می‌آید. , 
دراین کنج به موجب قضیه قبل 
92 ک ۶۳2 


ِ هس 
اما ۱۸۰-2 32 "17 


۷ 


ی هت 
۲ ۱۸۵ات >( ۲7 
وا گر انداره‌های دوراویه را درنامساوی با لاقر اد 
: 72 
دهیم حاصل می‌شود: 5 (شکل ۶-۴) پر 
۳ ۰ ون ‌ ۳ 
۵2۱ ۱۸۵ > 927 :2 
۳۳ سر ریاس ۳ 
یا ۰۵ >> 4-۲۷7 52 ز 
اس سه نیم معط دريك نقطه همر سند وزاویه‌های بین آ نها به تر لیب تم و ماو همه 


۷۶ 


۲ سه نیم خحوط همر سند و زاو به بین‌هر دو تا از آنها 2 است. آیا با این‌سه نیم حط کنجی 


مشخص می‌شود! چرا؟ 


۳- اندازه‌های دو زاویبه از يك کنج سه وجهی ‏ ۷۲ و ۴۸۱ است. مجموعهٌ اندازه‌های 


ممکن برای ژاوية سوم کنج را تعیین کنید. 


۴ در کنج سه‌وجهی منتظم ۷2 در که هريك از زاویه‌های آن "2۶۵ است بر یال ٩»‏ 
نقطهٌ ۸ دا به فاصلهٌ و از زر أس ٩‏ اختبار کرده و در این نقطه صفحه‌ای بر پال 85 عمود رسم 
می‌کنيم. این صفحه یا لهای و6 و و5 را در نقاط 13 و ز) قطع می کند. اضلاع مثلث ۲62 ۸ 
را برحسب و تعیین کنید. به كمك این مثلث کسینوس مسعطحه فرجة »5 از کنج را تعیین کنید. از 
محاسبه چه نتیجه‌ای حاصل می‌شود؟ آبا می‌توانید بگویید فرجه‌های این کنج متساوی هستند؟ 


۴ هه وب گیه‌ای کنج چند دجهی 
فصیلاً ٩‏ در هرکنج گوژ هرزاویه از عجموع زاویه‌های دیگرکوچکتر است. 
۱ ۱ 5 


پرهادن- فرض‌می کنیم 81 > بزد گترین 
زاویاٌکنج گوژ 55724 باشد (شکل ۷-۴)» 
صفحهٌ 5 این کنج را به دو کنج سموجهی 
نجز به می کند. در کنج 52:21 : 
5٩> ۶۹2+ 2 ۶2‏ 7 
۱ و در کنج 7ووبرو : 
2 اک کم 


(شکل ۷-۴) 


اگر این دو نامساوی دا عضو به عضو باهم جمع کنیم حاصل می‌شود: 


2 ۳5 +2 ام 


در کنجهایی که بیش از چهار وجه دارند نیز 
قضیه به‌همین صورت تاأبت می‌شود. 

قضیه ۲- در هر کنجگوژٌ مجموع زاویه‌ها 
کوچکت از ۳۶۰۰ است . 

برهان - اگر صفحة دلخواه ۳ یالهای 
کنج و وجهی مفروض را در تقاط ۸وچژو) 


و... فطع کند؛ شکل ۸-۴الف» در هريك از این 


(شکلم-۸اف) 


۷۲ 


نقاط بین دو وجه مجاور از کنج و صفحه ۲ يك کنج سهوجهی پدید می‌آید. در هر يك اد این 
کنجها ۰ هرزاویه از مجموع وو زاوی دبگرکوچکتر است. بنابراین: 
7۳۸۱ 
۳ کم 
اگر همهٌناساو یهای مشابه را نوشته و آنها را عضو به عضو با هم جمم کنيم ؛ خواهیم 
داشت : 
هک +۸ 
ابا مجموع زاوییه‌های و ضلعتی ۸13012۰۰۰ مساوی (۲۵-۴) قائمه است . 
بنا بر این : 
.۶3,۲۰۰ ۸+۲ >(۴ -۲۵) قائمد (و) 
مجمو ع راویه‌های هريك از متلثهای جانبی دو فا دمه است. پس: ۱ 
( ۰۰۵ )دوریم () 


قا مه 1 ۲ << 


و از تر کیب دو رابطهٌ (۱) و (۲) حاصل می‌شود: 


تمربن ناگ 5 7٩5+‏ 
با چهار نیم‌عط همرسند و اندازه‌های زاویه‌های متوالی که بین آنها پدید آمده است به 
ترتیب ۱۷۲ و ۳۵۲ و ام واوع است. اجتما ع زاویه‌ها چه شکلی است؟ چرا؟ 
۲- ثابت کنید ا گر در يك کنج سه‌وجهی دو زاویه متساوی باشند, فر جه‌های مقایل به آنها 
نیز متساویند. از اين گزاره در باره کتجهای سه‌وجهی منتظم چه نتیجه‌ای حاصل می‌شو د؟ 
( راهنماگی ؛ از شکل زیر استفاده کنید ۰ ) 


(شکل ۰۴ ۸ ب ) 


۷۸ 


۳- در يك کنج سه وجهی که اندازه هرزاوية آن "۳است هر فرجه را با تعیین یکی از 
سبتهای»تلثاتی آن مشخص کنید. 
۴ چند کنج منتظم‌به رآس ٩5‏ می‌تو ان‌داشت که هر زاویه‌اش ۴۵۳ یا ۶۰٩‏ یا ۷۵ باشد؟ 


۴ حجنهای هندسی 

۴ کلیات « هر زیرمجموعةٌ فضا دا که از همه‌طرف به‌صفحه‌ها یا سطحهای دیگر که 
نعداً تعر یف خواهند شد محدود باشد » حجم گویيم. هرحجم را کسه با مفاهیم شناخته شده در 
هندسه فا بل تعریف کردن باشد» حجم هندسی می‌نامیم. هرحجم هندسی که از همدطرف به‌صفحه 
محدود باشد, چند ودجهی نامیده می‌شود. جند وجهی‌ممکن است کوذ یا کاو باشد. چند وجهی 
را درصورتی گوژ می گوییم که صفحدای که بر هر وجه آن می گذرد دیگر وجه‌ها و یا لهای‌چند 
وجهی را نطع نکند» یعنی همه رأسها و وجوه چند وجهی در یك‌طرف صفحهٌ شامل هريك از 
وجوه آن باشند. اين وضع درصورتی خواهد بودکه هم فرجه‌های بین وجه‌های متقاطم چند 
دجهی کوچکتر از ۱۸۴ باشند. شکل (۴-- الف). 

چند وجهی کاو آن است که اقلا يك فرجة بزر کتراز ۱۸۰۳ داشنه‌باشد. به بیان دیگر در آن 
وجه‌هایی وجود داشته باشند که صفحه گذرنده بررآنها دیگروجوه و یالهای چند وجهی را قطم 
کند شکل (۹-۴-ب)]. 


(شکل مه -ب) 


کاو 


(شکل جبه -اش) 
گوز 


حجمهایی که به انواع دیگر سطحها یا تر کیبی از انوا سطحها و صفحد‌ها محدود 
باشنده هر يك برحسب مورد نام معين دارند و در این بخش به موقع‌پاره‌ای از آنها را خواهید 


اسر صفحه‌ای یالهای يك کنج سه ودجهی را در سه نقطةً غیر رأس آن فطع کند » زیر 


۷۹ 


مجموعدای از فضا: محدود بهو‌جوه کنج و صفحهة 
مفروض» مشخص می کند که‌ان را جهار وجهی 
می‌نامیم» شکل (۹-۴-ج). 

چهار وجهی ساده‌ترین چند وجهیها است 
زیرا با کمتر از حهاز صفحد او تشدور: ءحلود 
نمی‌شود وار برخو رد سه صفیحد دو بد دو فقط کنج 
سه وجهی بدید می‌اید که فضا را به دو ز بر 


م<مو عر۵ » هردو بیکران تفکيك‌ی کند. 


۴ سطح منشوری - چند فلعی 
مسطح ...3)۱](]7] ۸ وامتداد ۵ راکه باصفحة 
آن موازی نیست در نظر می گیریم. مجموعة 
خطهای موازی ۵ که هر يك بر نقطه‌ای از چند 
ضلعی می گذرد. سطحی بدید می آورد که آن را 
سطح منشو(ی می گوییم» شکل ۰۱۰-۴ یعنی: 

سطح منشوری عبارت از مجموعةٌ خطهایی 
است که هر يك بر نّطه‌ای ار يك چند ضلعي 


بکگذرد و با امتدادی که با صفحه چند ضلعی 
موازی نیست. موازی باشد. (شکل ۱۰-۴) 

درهر سطح منشوری چند ضلعی مانند ...,](]/۸]0 دا چند ضلعی هادق و هر خحط از 
مجموعة حطهای مو ازی بل دا يك حولد سطح منشوری می گوبيم. 

درسطح منشوری مجموعة مو لدهایی که بر نقاط يك ضلع از چند ضلعی هادی می گذر ند 
دز يك صفحه و اقعند هر يك از این صفحه‌ها را يك وچه سطح منشوری می‌ناميم . مو لدهایی 
که از رآسهای چند ضای هادی می گذر ند بالهای سطح منشوری نامیده می‌شوند. هر یال از 
سطح منشوری فصل مشترلك دووجه مجاور آن است. مانند مو لدهای #: و 0 و .. در شکل 
(۱۵-۴) . ۱ 

هر صفحه که با مو لدهای سطح منشو ری و اف تباشده سطح منشوری را دريك جندضلعی 
قطع می کند. این گو نه چند ضلع‌ها را مقطع سطح منشوری باصفحه می گو بییم. مانندچندضامی 
درشکل ۴س۱۱ 


۸ ۰ 


ا گر صفحه فاطح بر امتداد مو لدهای سطح 
منشوری عمود باشد. چند ضلعی دا مقظم قانم 
سطح منشوری و درغیر این صورت عقطم مایل 
می گوییم ‏ 

چند ضلعی هادی خود مقطم سطح‌منشوری 
با يك صفحه است. تعداد اضلاع هر مقطع غیر 
مواژی با مولدها در سطح منشوری: با تعداد 
و جووآن تت است. 


هر صنیحةٌ موازی مو لدها سطح منشوری را 


درطول يك یاچند مو لد قطع می کند. برحسب (شکل ۱۱-۴] 
آن که جند ضاعی هادی کوژ یا کاو باشد. صفحة موازی مو لدها آن را در دو مو لد با در چند 


۴ مهشو دز منشور حجمی است 
کد به‌يك‌سطح منشوری ودوه‌تطع موازی 
میحدود باشد (شکل ۱۳-۴)- 

در هر منشور هر يك از دو مقطح را 
قاعده و هريك از جند ضلعیهایی را کد 
جزثی ار وجوه سطح منشوری و بین دو 


قا عده‌محصو زر ند يكوجه‌جانبی‌می گوییم . 


درمنشور دوقاعده متساویند (حرا!). 
اگر دو قاعدةٌ منشوده مقطغ‌های قائم (شکن ۱۳-۴) 
سطح منوری باشند: یعنی درحالتی که مولدها برصفحةً هر دوقاعدة منشور, عمود باشند منشود 
را منشور قائي ودرغراین صورت منشود مایل می گوییم. 

وجه‌های جانبی هرمنشور متوازی‌الاضلاع هستند. 

درنشور قائم وجه‌های جانبی مستطیل یا مر بع هستند. 

پاره حطی را که عمود برصفحه‌های دو فاعده و به‌آن دو صنحه محدود باشد. قفا ع هن( 
می‌گویيم. اندازة ارتفا ع منشور مساوی فاصلاً صفحه‌های دو قاعده است. درمنشورقائم ارتفا ع 
با مو لدها مساوی است. یعنی: در منشورفائم هریال ار تفا ع منشور یز هست. ۱ 


۸۱ 


منئور منتظم منشور منتظم مندو رقائمی است که قاعدة آن يك جند ضلعی منتظم نات 


مر ین 
۱- آيا کنج وسطح منشو ري ر | حجم هندسی می نو ال درظر کرفت؟ جر |؟ 
3 ساده‌تر ین سطح منشوری کدام اشتت؟ جر ا! ساده‌تر ین منشو رها جنل وحجد داردد 
۳ فری مور را با سطح قورع ۳3 بان کت فری منضورفا ثم و مشو رز مایل ر! بیان 
5 جرا در سطح منشو ری امتاد مو لدها نبا بد با صفحه جندضاعی هادی مو ای باشد؟ 
۵ بالهای سطح میشو ری کدام مو لدهای آن همتنده 
ِ_ صفحدای که با مو لدهای سح مسو ری مواری باشل درحد صو رت 1 سطح زر | نطع 
هي کند. مقطع آن باسطح مسشوريی سس شا انیت (درسعطح‌منشوری گوژ و کاو ). 


ات تأبت کسد +قطععای و و صفده موادی با سطح مسو ری دو حند ضلیی ما ان 


۴ سکع 


ت#ر فش مکی منشوری است کد قاعده‌ها و وجوه جانبی آن مربع باشند. از این تعریف 
نتیجه می‌شود که : مکعب هنشور فا تم اشتت: مکعب دارای شش وحجه دوارده بال و هشت رأس 
است (شکل ۴س۱۳). ۱ 

هر یال مکعبت بروجه‌هایی که با آن موازی ستند عمود است. فرجه سای بین وجدهای 


مجاورمکعب قانمه‌اند. کنحهای بین وجه‌هایی که بر درراس مکعب می کدر ند سه قائمه‌اند ؛ 


۳ ‌ 


0 8 


9 


(شکل ۱۳-۴) 
وجه‌های رو به‌روی مکعب هو از بند. همه يا لهای مکعب مساو بند., هرمکعب با باك عامل که همان 


ا دارم با لهای آن امست مشحص ی شو دء 
3٩۴‏ مساحت جانبی و مساحت کل ۵سکگسات نات جائنی سر منسو زر بر ابر با مجمو ع 


۸ 


م3 : ۱ ۹ ۳1 7 
سا حتهای صفحه‌ها یی اشت کد ارجواس ان ات 3 »و بر ساعتداند. مثلا در کش از دو 
و ددهتا بل دُ دح ائفی فر ار کر فند ری ۳۵ نی | سجن خن جا بی عبارت از «جمم خصساحتهای ج‌ار 
مر بکی ات گنرد حرحا‌ها ی آ نها 3 دنل وسکعت اراصر اف بل آ نها مجدود است. او ماج 


تا بی مکی بدضلح و د! با 8 ۳ یمس دش رون اش کف 2 


و 


مساحت کل میب تا تیاه ک هر حنل دجیی مجمو عم مساحتعای همه 2 جو هی اس 
کدان حجم و۱ میحضو ز ساحته | نف. دجوهی که مکعب را محجسو ر مي‌سار ند شم مر بعهای‌مساوی 
و تعداد آنها هب بس اکرمساحت کل مکعبی را که !دار هر بال آن ۸ است با تما ۳ 


ی 
| 9-۶ 
و 


۴ ار مکعب - در هرمکعب پاره‌عطی که ابتدا 
وانتهای‌آن دور أس غیرواقم بريك وجه باشند» قطر 
نامیده می‌شود. ۱ 

هر پاره نحط که دور اس مقا بل يك وجه را به‌هم ‌ 
می پیو ندده قطری از آن وجه است. درشکل ات۳ ) 
پاره خطهای 1(۳ و ([]] قطرهای مکعب و پاره 
عطهای (]1 و ۲1۳ قطرهایی ازوجوه مکعبند. 

بااستفاده ازفضية فیثاغورس ثابت می‌شود که در 
مکعبی که اندازة هر یال آن مساوی و باشد؛ اندارة (شکل ۱۴-۴) 
هرقطر ازهردجه 21/۲ واندازءٌ هرقطر ازمکعب ۳/[ و است؛ (چرا؟). 


۴ *سترش سطح مکعب برصفحا گر سطح 
کل مکی را دراءتداد یالهای جانبی وسه یال ازهر ۷" 
قاعده بر یده ووجه‌های جانبی ويك قاعده دا برصفحة 
فاعده دیکر باز کنیم» شکل (۱۵-۴) حاصل می‌شود. ۶ 
اوا گسترش بدرای ساختن مکبی به لسع معین ۴ تداع 
می‌تو ان استفاده کر د. (شکل ۱۵-۴) 


۲ 


مر .ین 


۱- تحقیق کنید هرمکعب چند راس: چند یال چند وجه. چند قطر دارد؟ جرا 
ب_ وید کبهای یلگ مکعب ۳ بو بسك و آنها را اتف کننكت: 

۳۳ سای جالبی وساحت کل مکعبی به‌ضلع ۹ سا یمتر را حسات نید 
۴ ثابت کنید قطر های مکعب همرسند. 

۵- اندازهٌ قطر هروجه و هرقطر ازمکعبی به‌ضلع ۱۲ سانتیمتررا حساب کنید. 


۴ صکعب مستطیل 

تعر بف- مکعب مستطیل منشور قائمی است که 6 ۲ 
قاعده‌های آن مر بع یاستطیل باشند (شکل۱۶-۴). 

وجه‌های‌جا نبی مکعب مستطیل» مر بح یامستطیلند. 

مکمب نوع ویژه‌ای ازمکعب مستطیل است که 
قاعده‌ها و وجوه جانبی آن مربعهای متساویند» به 
بیان دیکر: ۱ 

مکعب: مکعب مستطیلی است که قاعده‌های آن 
مر بعتگ وارتقاع آن مساوی ضلع قاعده است. (شکز ۴-و۱) 

درهرمکعب مستطیل؛ . کنجها سه قائمه‌اند» هر یال بر دو وجه مقا بل عمود است. وجه‌های 
مقا بل متوازی ومتاویند فرجه‌های بین هر دو وجه مجاور قائمه‌اند. 

هر مکعب مستطرل با اندازه‌های‌سه پال گذر نده ازهرر أسش مشخص می‌شود. | گرسه‌یالمجاور 
مکی مس به اندازه‌های و,حری باشند» 
(شکل ۱۷-۴) :در دجه 3010 هر : 


۲اه وس ۸ 


وجون ۸6 _ل 62) است در مثلت‌قا ثم ا لز او یه 
عای)۸ : ۱ 
۲-۲ و اجان + آن) دح و۸ (شکل ۱۷-۴) 


در شسبحه : 


۵۲+ ۳ط که لس( بر 


۹ 


نمی : انداز هو قطر مکعی مستطیل مساوی اشتیت ۳ حجدر عووز ‏ مر بعهای سك بال مجاور آن. 
ا کر 5 مکعب ستطلی و[ - و یی 8 عده‌ها ی باشتك 4 مکعبت مستطیل ۳ دور بعل 02 
مشخص مي‌ شود ات این‌صو رت فطر ز6 ۸ ار قاعرده 2/۲ است و قطر مکب مستطیل 


۸ 72 ۲۵۲-1۲ 

از آنچه ذ کر شد می توان نتیجه کرفت که در مکب مستطیل قطرها مساوی یکدیگر ند. این 
حکم را بدون محاسبهٌ قطرها یز می‌توان ثابت کرد. 

مساحت جانبی مکعب مستطیل- ساحت جانبی مکعب مستطیلی که اضلاع فاعدة آن 8رد 


و ار تماعش ب‌ پاش از دسنو رز در بدا دستی می آ ید : 
|( 4+۲ ۲)۸ع<ع (۴-ه) 


مساحت کل مکعب مستطیل - در مکعت مستطیل به ابعاد رای مساحت کل وحجوه از 
دسیو زر ردیر بددست می آ ید : 


(۵۷۲۵ ۲ ۲)۸9 5[ (۴-ع) 


۴ متو ازی‌السطوح 

آهر یف - متو ازیا لسطو ح منشوری است که فا عده‌های آن متوازیا لاضلاعند. 

هر گاه در متوازیا لسطو حیا لها برصفحهة قاعده عمود باشند » متوازیالسطوح قائم است و 
۱گر یالها نست به صفحةّ قاعده مایل باشند متولای"لسطوح ماپل است (شکل ۴سم۱). 

در متوازی! لسطوح دو یا چهار با هرشش دجه ممکن است مستطیل‌یا مربع باشند. از این 
روی مکعی مستطیل و مکعب انواع ویوة توادیا لسطو ح هستند. 


0 ۲ 


۷ 
متوازی| لسطو ح مایل 


: ۸۵ 


در متوازی‌السطو ح فا نم با لها با ار تفا ع ۱۳ 

در متو ازی! ل‌طو ح و سحه‌ها دو بددو متو ازی و متساو یند (جر ا:) ۱ 

متو ازیا لسطو ح ۲ رال دارد که جهار بد جهار »توازی و مساو بند. 

در مت اری| اسطو ح زاو بدهای هر کنج . همچنین ف. حه‌ها هکس رت ۳9 . قانمد با 


و م4 تا 
فی ۰ ۰ 


قصیه - در حتوااگ ۱(سطدو حذطرها «احصف پکدیگ ند. 

وهادنت در متوازیا لسطوح "6010۸13070 ۸ (شکل ۱۹-۴) ۰ صفحةٌ قطری را که 
بریا لهای معا پل ۲( و 1313 می کذرد در ند می گبریم. این صفحد شامل دو قطر (] ([ و 
8( از متوازیال-طوح است . وجوه (1 ۵130۱ و (۸](601 موازیند و صفحة قطری 
۲( آن دو وجه موازی دا در دو حط ۲](] و [1(] قطع کنرده است » بنابراین 
۰۵۱۲ از طرفی "1001|81 ۰ سس چهارضامی 17*13 (01] متوازی‌الاضلاع اعت و 
قطرهای‌آن یکدیگر را نصف می کنند » یعنی هرقطر از نقطةٌ () : وسط قطردیگر می گذرد. 

حال صفحه قطری راکه بر دو یال ۸13 و (]2) می گذرد درنظر می گیر یم . به دلیلی 
مشا به آ نجه ذکرشدئابت می‌شود که چهارضاعی 
(] ۳6 خر متو ازی‌الاضلا ع اتب بنا مرا 
قطرهای آن منصف یکدیگر ند. نی قطر )۸ 
از نقطهٌ () وسط "(11 می گذرد. دیگر قطرها 


سر به‌همین دلیل در شمه (6 نصف می‌شم ند . 


یعنی‌قطر های متر ازیا لسطو ح همرسندو یکد یگر 


فش می کنند. (شکل ۱۹-۴) 


۴ مساحت جائبی و ساحت کل‌منشور 

مساحت جانبی هر منشور مجمو ع »ساحتهای وجوه جانبی آن است. برای تعیین ساحت 
جانبی منشور » درحالت کلی باید ساحتهای هريك از وجوه جانبی‌دا تعیین کرده ومجمو عآنها 
را حساپ کنیم . 

مساحت کل منشود برابر با مجموع مساحت جانبی ومساحتهای دو قاعده آن می باشد. 


مساست جا ببی هنشور را با استتاده ار قضبة ۳ یز می تو آن حسات کرد. 


قضیه - مساحت جانبی عنشود بسراب-ر است با حاصل‌ضرب محیط عقطم قائم دد انداز؛ 


۸۶ 


پال آد 

پرهایس منشود ‏ (] 6 ۳ 01۳۸ ۸ 
(شکل ۲۰-۴) و مقطع‌فائم 80۳0 ازذآن 
را درنظر می گیریم. پاده‌خط ]۷ بر یا لهای 
9 د "[31] عمود است و بنا براين ارتفا ع 
نظیر قاعده‌های اه و (1] ازمتو ازی‌الاضلاع 
۷ ۸ است و آنها دامعمولا ار تفاعهای 
وجوه‌جانبی‌می گویند.ا گر مساحت این‌متوازی- ۹ 


الاضلاع دا و بانیم 10۷۸و 8 

با توجه به آن‌که یالهای منشور متساویند » ۸ 

مساحتهای متوازی‌الاضلاعهای جانبی به‌ترتیب [ل ۱۳ 

به‌صورت زیر به دست می آیند: 9 
0۳۰ بو 


هم و و م 4 4 ه و و ۰ ۰ 


و چون این تساویها دا عضو به‌عضو باهم جمع کنیم خواهیم داشت : 
۱ ۱1000۳۰۰۰۸۸ و و 
اکر محبط مقطع فائم مشود دا 0 و مساحت جانبی منشور را و بنامیم : 
|20۸۸ 
مساحت جانبی متوازی) لسطرح .- با توجه به آن که متوازیا لسطو ح منشوری است که 
قاعده‌های آن متوازی‌الاضلاعند » اگر انداز یکی از یا لهای متو ازیا لسطو ح » مثلا" یال (1 ور 
درشکل (۱-۷ ۲) مساوی [ و محیط مقطع فائم عمود بر یالهای موازی ۸8 از آن ج باشد 
با استفاده اد قضية قبل مساحت جانیی متو ازی! لسطو ح به‌صورت زیر به‌دست می آید: 
۱ [۰1ع-ه 
اما محبط مقطع فائم متوازی) لسطوح دو 
برایرمجمو ع ارتفاعهای دو وجه جانبی‌ومجاور 
آن است » پس ا گر ,1 و ,دا ارتفاعهای آن 8 
دو دجه باشند وستور بالا به‌صورت زیرتبدیل 


هی‌شود : 


| ۲1) 1-,([ 


(خکل -۳۹) 


وذر 


۱.۴.۴ گجم .بسك چند وجهی نیز مانند پاره خحط و سطح و زاویه قابل انسدازه گیری 
می‌باشد. هرچند وجهی فضا را به سد ناحیه جدا ازهم تجزیه می کند: درون» برون وروی چند 
وجهی. این سه مفهوم دا بدیهی‌وار می‌پذيریم. حجم يك چند وجهی اجتماع درون و دی آن 
می باشد . 0 ۱ 

درمورد حجم هم ما نند 19 نمی‌توان دوحجم را یکمك انطباق با هم سنئحد. می بذ بر یم 
که حجم هر جند وجهی را می‌توان ۳ شرطهای و اندازه گیری کرد: 

(ا لف ) ایداره حجم هرحند وجهی عددی مشت است. 

(ب) اندازه حجم هر مکعب مستطیل برابراست با حاصلضرب درازاهای سه یال همرس 
آن که برحسب واحد درازای معيني اندازه گیری شده‌اند. 

۱ (ب) هر گاه درون يك جند وجهی دردرون يك چند وجهی دیگر فرار کیرد انداژه حجم 
اولی ازاندازه تحجم دومی بزر گتر نیست . 

(ت) هر گاه صفحه‌ای يك چند وجهی را به دو چند دجهی بخش کند آنگاه اندازه‌حجم 
چند وجهی اصلی برابراست با مجمو ع انداژه‌های حجمهای دوچند وجهی بدست‌آمده . 

(ث) انداژه حجم يك چند وجهی با جا به جا شدنآن تغییر نمی کند. 

(ج) - (اصل کاوالیری۱) _ اگر دوحجم ] و 5 و صفحه ]۷ چنان باشند که هر صفحه 
موازی با ]8 یا هردوحجم را قطع کند ویا هیچکدام را و چنانچه هردورا فطع کند مساحتهای 
مقطعهای بدست آمده برابر باشندء آنگاه 
انداژه حجم 1 باانداژه حجم 5 برابر 
است (شکل ۲۲-۴). 

برای درا اصل کاوا لیری به‌شکلهای 
زیر توجه کنید . در شکل (۲۳-۴) 
مقطعهای سه‌جسم (الف) و (ب) و (ج) 
با هر صفحه افتی مستطیلهایی هم ارز 


9 1 ۰ 
1 
۳ 


هستند و در نتیجه جسه‌ها حجیم مساوی 
دار نسد. همحچنین دز شکل (۴ ۳ ۴( 


1 - 2۷1175 


۸4۸ 


.ِ 


۱ مقطعهای دو جسم (د) و (ه) با هر صفحه اففی يكك دابره ديك مر بع هم ارز هستند و در شجه دو 


جسم حجم مساوی دار ند. 


)3 (ه) 


۲ (شکل ۲۴-۴) 
۰ 7 ۰ : 
(قر ازواد " معمو لا برای احتصار بجای («اندازه حجم » واه «حجم » را یکارمی بریم.) 


۴ حجم مکعب مستطیل- بنا به اصل (ب)) اگر و و و و ی اندازه های سه یال همرس 
مکعب یسم ستطیلی باشند » حجم آن اردسئورزیر بد ست مر ] مک 


0 »و ۷ 0 


از این دستور نتبجه می‌شود که حجم هرمکعب مستطیل برابر است پا حاصلصرت مساحت 
قاعده درارتقا ع. 


۴ ۳ حچجم مکعب ‌- اگریال مکعپی و باشد» آنگاه .؛ 
قح 


۴ واحد دجم مکعبی که درارای هریال آن ۱ باشد» و احدحجم نامیده می‌شود. حنا نجه 
واحد درارا متر» سأنتی‌متر؛ فوت» گر باغره باشد» واحد حجم را متر هر بح سأنتی‌متر مر بع» 


فوت مر بح» گزمر بم ۳ غیره می نامند. 
۱ ۸۹ 


۴ حجم مشور 

قضوه م حجم منشود براپر است پا عساحت قاعده ضرب درادتفاع آد. 

درهات - منشور ار (]1 1۱۳0 ۲۸(ان۸۳ دا درنظر می گیر یم و قاعده ر] (],36 ۸ 
را بريك‌صفحه 2 فر ارمی‌دهیم (شکل ۴-خ ۲). مستطیل 1۳00[ دا درصفحه ‏ چنان‌می‌سازیم 
کد مساحتش بامساحت ,](]:6(] ۸ بر ابر باشد.انگاه مکعب مستطیل ۷0 ۷1۳ 
را طودی بنا می کنیم که قاعده () ۷۱/۸/۳۲ با چند ضلعی ۲ (])  ](‏ ۸ در يك صفحه 
موازی با * قرار گیرند. بدیهی است که هرصفحه دلخواه موازی » یاهم مکعب مستطیل دهم 
منشوردا قطع می کند ویا هیچکدام را. 

اما | گر صفحه 6 موازی ج باشد و آن دو حجم را قطم کند در منشور يك جند ضلعی 
۲( ودرمکعب ستطیل يك مستطیل "(۷]"۷۳6 بوجود می اورد. 

اما چند ضلیهای [(۸0 و ۸۳۳0۵۳ با هم و مستطیلهای ۱13۳00 و 
"۵ نیز باهم بر اپرند ودرنتیجد مساحت ۳ (۳)۳۱(] ار باساحت ۱۷۲۱۷۳۳۳۵۲ 


برابر می‌باشد. بنا بر این ازاصل کاوالیری نتیجه می‌شود که انداژه حجم منشور باانداژه حجم 


۳ 


مکعب مستطیل بر | بر است. جون سص مکعب مستطیل بر | ۳ را حاصافرت مساحت قاعده گ 
ار تفا غآن مي با شم پس حجم منشور داده شده نز برابر با حاصلضر بت مساحت قاعده‌دز ار تفا ع 
مسور می با شد؛ زیرا مساحت 8 عد ه منسور با فتاورز فا عدو مکعت مستطیل ژ همجن ار تفا ۳ 


منشور با ارتفا ع مکعب مستطیل برابر می‌باشد. 


لمر .ین 


ه3 


۱ مساحت جانبی ومساحت کل وحجم مکعب مستطیلی را که قاعدة آن مر بعی به‌ضلع ث 


سانتیمتر و بلندی آن .۸ سانتمشراست تعین کنید. قطرمکمب مستطیل را حساب کنید. 

۲ مساحت جانبی ومساحت کل وحجم کب مستطیلی را که ابعادآن ۱۲۱۶و ‌سانتیمتر 
باشد» برحسب دسیمتر مربع و دسیمتر مکعب حساب کنید. اندارَه قطر مکعب مستطیل را تعیین 
کنید . ۱ 

۳- فرف بین مکعب ومکعب مستطیل دا بیان کنید. 

۳9 درهر کنج ار يك متوازیا لسطو ح جند زاویه ممکن است قائمه باشد؟ در کدام حا لتها؟ 

۵- فرف اساسی بین متوازیا لسطو ح ومکب مستطیل را بان کنید. 

۶ دویال متفاطم ازمتوازیالسطوحی ۱۲ و ۸ سانتیمتر وزاویه بین‌آنها ۶ درجه‌است؛؟ 
| گرسومین یال برصفحهآنها عمود و اندازه‌اش ۵ سانتیمتر باشد» مساحت جانبی و مساحت کل 
وحجم متوازی السطوح را حساب کنید. 

۷- مساحت جانبی وساحت کل وحجم منشورمنتظمی را که قاعده آن ۶ ضلعی به‌ضلع۴ 
سانتمتر وارتفا ع‌آن ۵ | سانتیمتر باشد؛ تعیین کنید. 


ف دوسکب مستعیل یکی به اماد ج و و و م و دیگری به ابمد ه" و ط و ِ 


مفروضند. مطلوب است تعیین نسبت بین قطرهای آنها. درحالت خاص - و 1 
۲ 


زا حساب کنید . 


۴- سطح هر می 
۴ تفر یف - چند ضلعی سطح . 
,[(]/) ۸ و نقظهٌ 5 را در خار ح صفحه آن 
در نظطر می گیر یم (شکل ۲۲-۴) . مجموعة 
نیم عطهای ]5۷ که هريك از آنها بر نقطهٌ 5 
و يك نقط 1[ از چند ضلعی می گذرد » 
سطحی پدید می آوردکه آن دا سطح هرمی 
می‌نامیم . ۱ 

دد اين سطح چند ضلعی ۲(۲,۰.۰:) ۸ 
را چندضلمی‌هادی ؛ نقطهٌ 5 را دأس وهريك ۱۳۳۳ 
از نیم خطهای مانند ]51۷ دا يك موئد سطح هرمی می گویيم. . 


۹1 


هر صفحه که برراس 5 و يك ضلم چندضامی هادی رک يك وجه ازسطح هرمی است. 
فصل مشترك هردو وجه مجاور از سطح هرمی مو لدی است که از يك رس چندضلعی هادی 
می گذرد و آن را يك یال سطح هرمی می‌ناميم . مانند یالهای 5۸ و ]5 و .56 و ... دد 
شکل (۲۶-۴) . تپ ۱ 

هر سطح هرمی به تعداد وجه‌هایش نامیده می‌شود. ساده‌ترین سطح هرمی آن است که 
جندضلعی هادی آن مثلث باشد . سطح هرمی در حفقت همان است کسه به عنوان کنج یله" 
شناخته‌ایم . 

مقطم سطح هرمی با صفحه‌ای که بر ر أس‌نگذرد وهمهٌ يا لها دا قطع کند» چند ضلعی است 
که تعداد اضلاع‌آن با تعداد وجه‌عا یکی‌است. چند ضلعی هادی خود مقطع سطح هرمی با يك 
صفحه است. 


بالها و وجه‌های سطح هرمی نامحدودند و سطح هرمی دو زیرمجموعةٌ متمایز نقاط فضا دا 


مشخص می کند که معمولأ یکی‌را مجموعهٌ نقاط ددونی سطح هرمی و دیگری دا مجموعهٌ نقاط 
برونی آن می گوییم. مجموعة نقاط واقع بروجوه و یالها ‏ نعود سطح را مشخص می کند. 


۴ هر م 
تعر یف - هرم حجمیاست که به يك سطح هرمی وصفحه‌ای که بررأس آن نمی گذرد وهمه 
یا لها یآنرا فطع می کند محدود است. قسمتی‌از یال سطح هرمی راکه به رأس وقاعده محدود 
است یال هرم می‌نامند. 
درهرم چندضلمی مقطع را قاعده وقسمتی ت 
از سطح هرمی را که به قاعده و رأس محدود 
است سطح جانبی می‌نامیم (شکل ۲۷-۴). 


هرمید | که‌قاعده آن‌يك رو ضلعی است‌هرم 2 
پهلومی‌خوانيم . هرم ‏ پهلودازای 0 دجه ۱ 0 
جائیی ؛ يك قاعده » » یال جانیی» و ضلح 9 
قاعده ؛ يك رأس هرم و و رأس قاغده ۲6 ۱ ۷ 
فرجه و 4۲-1 کنج است» (چر ا!). ۱ (هعر جبج) 


در حالت کلی می‌توان گفت: 
هرم حجمی است محدود به صفحه‌های يك چند ضلعی و چند مثلث به تر تیبی که هريك‌از 
مثلثها در يك ضلم. با چندضلمی مز بور و در دو ضلع دیگر با دومثلث مجاود مشترله است. 


1 


ارگفاع هرم - پارعیلی را که از ر آس هرم می کذرد و برصفح فاعده عمود و به رأسو 
صفحهٌ فاعده محدود است. تفا غهرم می گویيم. مانند ارتفا غ ]5 درشکل (۲۷-۴). هر هرم 
نها يك ار تفا ع دادد. 

سهم‌های هرم هريك از ار تفاعهای‌وجه‌های‌جانبی هرم » که از رس هرم برضلع قاعده 
عمود شود » يك سیم هرم نامیده می‌شود. مانند سهم 59 درشکل(۲۷-۴) که به وجه جانبی 
زمر بوط است. هر هرم که دازای :2 وجه 5 
جانبی است 2 سهم دارد. 


هرم منعظم - ا گر فاعدة هرم چندضلعی 
منتظم باشد و ارتفا ع هرم برمر کز قاعده‌بگذرده 
هرع دا هرم منتظم می گویيم» شکل (۴س۲۸). 

در هرم منتظم یا لها متساویند .وجوه‌جانبی 

رخ جر) 8 
«تللهای منساوی‌السافیسن (متساوی‌الاغلاع) و مساوی یکدیگرند . کنج رأس يك کنج منتظم 
است. فر جه‌های بين وجه‌های جانبی»تساویند و فرجدهایی که بین‌وجه‌های جانبی و صفحهٌ قاعده 
پدید می‌آیند نیز مساوی یکدیگر ند. با لهای هرم منتظم با صفحهٌ فاعده زاویه‌های متساوی‌تشکیل 
می‌دهند. سهمهای هرم مننظم مساوی بخدیگر ند. 

( گزاره‌های بالا زا ثا بت کنید. ) 

هرم‌منتظم با تعداد وجهها ويك ضلم‌فاعده و ارتفا ع» يا يك ضلم‌قاعده ویال : يايك ضلع 
قاعده و سهم ؛ يا يك ضلم قاعده و يك زاوية رأس یا... مشخص می‌شود. یعنی برای مشخص 
شدن هرم منتظم علاوه بر تعداد وجه‌ها معاوع‌بودن دو عامل مستقل کافی است. 


۴ و یز گیهای هر م 
قضیا ۱- مقطع هرم با هرصفحةُ موازی با قاعده پل‌چند ضلعی است‌که با قاعده متشابه 
# 
برهان - ا کر صفحهٌ ۳ با قاعدهْ هرم 
]5۸6 موازی و در هشرم مقطع 
۳ (1/) ]۸۳ دا ایجاد کرده باشد (شکل 
۷۲۹-۴) ([ ۸ ۷ ۸۳ و دد نتیجه: . 
۸1۲ 5۸5 


8 ۸ 5۸ (شکل عمه۲) 


و به همین دلیل: 
۳00 51۳۳ 


سس تسسص 


از این تساویها نتیجه می‌شود: 


از طرفی: ۱ 
مر < ۶8 جت 130 | ۳ و ۱۸۲ ظ۸۱) 


ون زاویههای جند ضلعی‌بقطع و راویه‌های قاعدهٌ هرم نظیر به نظیر متساویو اضلاع آنها 
متناسبند. بنابر این: 
۱ 0 از ۲۰۵ 


قصیا ۳ «ساخت »هر قلح مواذی قاعد؛ هر < مداحت قاعده با مربع فاصله دی 
از آن مقطع و عربع فاصله «أمی از قاعده متنامبند. 
برهان - در شکل )۲٩۹-۴(‏ بدعلت توازی صفحه ۳ با قاعدة هرم ار تفا ع ٩۲‏ بر صفحةٌ 
۳ عمود است . ا گر ار تفا ع صفحة ۳ زا در نقطهٌُ ۲4 قطع کرده باشد. به دلیلی که ذکر شد 
[۸7 | [۸۱1 و بابراین: 
5۸ ۸۳8 
11 5۸ ۸۲ ۰ 
نی نسبت تشابه چندضلمی مقطح و قاعده هرم مساوی نسبت فاصلههای رأس هرم از دو صفمة 
آنها است. از طرفی می‌دانیم که در دوشکل متشابه نسبت مساحتها مساوی مربع نسبت تثابه 
است. پس اگر مساحت مقطع "و و مساحت قاعدة هرم و باشد: 


۱- آبا سطح هرمی يك حجم هندسی است؟ ساده‌ترین هرم چند وجه دادد و وجه‌های‌آن 


۴ 


چه شکلی وار ند ؟ 

۲ هرمی که قاعده‌آن مر بع باشد. چند وجه. چند یال چند فرجه و چند کنج دارد؟ 

۳- آیا هرم منتظمی که اندازة ضلم تاعده و تعداد وجه‌های آن داده شده باشند مشخص 
است؟ چرا؟ سه ویژگی ازهرم منتظم دا بنو یسید. 

۴- ارتفا ع يك هرم را که مساحت قاعدءآن و فرض می‌شود به ۴ پاره‌حط متساوی تقسیم 
کرده وازهر نقطة تقسیم صفحه‌ای مواری صفحه قاعدهٌ هرم می گذرانیم. هر يك ازاین صفحه‌ها 
هرم دا دريك مقطع فطع می کند. مساحت هريك ازمقطعها زا حساب کنید. 

۵- دوهرح که قاعدة یکی مثلث متساوی الاضلاعی به‌ضلع 8 و قاعدة دیگری مر بمی به‌ضلع 


ش است به ترئیبی مجاور یکدیگر فرار گرفته‌اندکه قاعده‌های آنها بريك صفحه و دأسهای 


]نها در يك طرف آن صفحه و اقعند. ارتفا هرم اول و و ارتفا ع هرم دوم است. صفحه‌ای 


موازی صفحه دوقاعده دز نظر می گیر یم که ازوسط ارتفا ع هرم چهاروجهی بکذرد و در دوهرم 
دومقطع پدید آور د؛ نسبت مساحتهای مقطعها را تعیين کنید. 


ی 
۴ چم هرم- برای محامبه حجم هرم فبلا قضیه زیررا اثبات می کنیم. 


قسیه اگر دد دو هرم حساحتیدای فا عده‌های ۲ نا با هم برابر و ارتفاعهایشان یز با هم 
برابر باشند ۲ نگاه اندازه‌های حجمهای ؟ نها باهم برابرند. ۱ 

برها - دوهرم ر36] 5۸ و ۳,۴6۶(] ٩۳‏ را درنظر می گیریم چنا نکه ار تفاعهای ٩‏ و 
1 9 باهم برابرند و فاعده‌های ی]۸ و )۲:۲۳( دادای مساحتهای بر ابر هستند . 
قاعده‌های هرمها را بريك صفحه 8 چنان قرار می‌دهیم که رأسهای 5 و "5 دريك طرف ]۷ 
قرار گیرند. اينك صفحه دلخواه 6 را موازی 68[ دسم می کنیم تا یکی ازهرمها دا قطع کند» 
چون ار نفاعها برابرند پس کر هرم دیگر را نیز فطم کند. مقطع 6 با دو هرم چند ضلمیهای 
بم),۸,13 و ,۳,)2(] دا (مطابق شکل ۳۰-۴) بدست می‌دهد که بنا به‌قضیه قبل دارای 
مساحتهای برابر هستند» پس بنا به‌اصل کاوالیری دوهرم حجمهایشان به يك اندازه می‌باشند. 


۹۵ 


نتیجه.- | گر قاعدمُ هرم سه بهلو یی ثابت باشد و داس‌آن بر صفحه‌ای موازی قاعده تغییر 
کند شکل هرم تغییر می کند؛ ولی ایداره حجم آن ثابت می‌ما نك. 


قضیه- حجم هرم سه پهلوبرابر است با حاصل ضرب مساحت قاعده درثلث ادففا ع نظیرآند. 
برهان - هرم سه پهلوی /۳6 ۸ 5 
را درنظر گرفته و منشور ۸۱۷۹۷ 
را چنان بنا می کنیم که قاعده آن مثلت 
6 ۸۸ واندازةٌ هریال جانبی آن مساوی 
58 باشد. (شکل ۳۱-۴) این منشور از 
هرم 36[ 5۸ و هرم دیگری به رأس 
5 وفاعدة ۸۵۱۷6 مر کب است. اگر 
پاره حط ۸۷ یکی ازاقطار قاعد؛ هرم 
چهار پهار را دسم کنیم. ملاحظه می‌شود (شکل ۱۳۱-۴ 
که هرم مز بور نیز از دو هرم ٩۸۷۷‏ و 9۸۷6 مر کب است که حجمهای مشاوی دارند 
زیر! در چهار ضلمی :)۸7 دو مثلث ۸۷۲۳۲ و )۸ متاوی و بنابراین مساحتهای 
مساوی دارند و ارتفاعهای دو هرم نیز فاصلةً راس 5 از صفحة )[ ]۸۷ است. اما هسرم 
۸ دا هرمی می‌توان ررنظر گرفت که قاعدة آن مثلث 3۷5 و ارتفاعش فاصله رأس 
۸ ازصفحهٌ قاغده بعنی همان ارتفا ع منشور باشد. بس این هرم ۳ هرم مفر وضص معا دل 
یعنی حجمهای آنها برابرند. بنابر اين منشورمزبور از سه هرع که حجمهای متاوی دارند و 
حجم هريك مساوی حجم‌هرم مفروض است مر کب می‌باشد. یعنی حجم‌هرم مفروض مساوی‌تلث 
حجم منشور است. اما قاعده منشور مثلث 196 ۸۸ وارتفا ع‌آن فاصلةً رأس 5 از صفحة قاعده » 


یی ار تفا ع هرم است. پس حجم هرم مساوی مساحت قاعده در ثلث ارتفا ع آن‌است. یعنی ۱ کر 


مساحت قاعده هرم را و واندارة ارتفا ع نظیر این قاعده دا بگیریم وحجم هرم ۷ باشد: 
۳ 
: ۰ - ۷ / 

۱ ۳ 
۱ 


ار 


حجي ظرم دلخواه - اگر فاعده هرم چند ضلعی باشد هرم سه پهلو نی می‌ساد یم که مساحت 
قا عده‌اضش بامساحت چند ضلعی و همچنین ارتفا ع هرم سه پهلو با ارتفا ع هر م داده شده برابر 


باشد. آنگاه بنا به دوقضیه پیش: 


۶ 


حجم هرم برابر است با حاصل‌ضرب مساحت قاعده‌آن دريك سوم ارتفا ع هرم. ‏ 


۴ ساحت جانبی ومساحت کل هرم ‏ مساحت‌جانبی‌هرم عبارت‌است ازمجمو عمساحتهای 
مثلثهای جانبی آن. 

مساحت کل هرم مجمو غ مساحت جانبی ومساحت قاعدةٌآن است. 

مساحت جانبی ومساحتکل وحجم‌هرم منتظم- ۱ گر قاعدة يك وی ور ضلمی 


۲ ای ۱۸ 8 
به‌ضلع 8 وانداره ارتفا ع هرم ۳ باشد انداره سهم در چندضلعی قاعدو 9اه -< ۲ و 


شعاع قا عد ه ی وبتا بر این مساحت قاعده 


۱۸۰ ۱ ۱ 
0049 ۵ مت 1۱8۴ جع 


لا وا است (چرا؟) . یی ۲ و 1 و "«[ و [ دا برحسب و و و و 1 می‌توان 
حساب کرد. بنابراین اگر 9 مساحت‌جانبی و 5 مساحت کل و ۷ حجم هرم باشد: 


0 ۳ و 
۲ 


( )فص عس د 


۱۸5 ۱ 
سس 1:60 و0- -- ۷ 
1 ۱۳ 


و ای ای یگتسخ اس توت و 

کستردة سطح هسرم منتظم بر صفحه - ت (شکل ۲۳۰۴) 
گسترد؛ سطح هرم منتظم بريگ صفحه ازيك 
چندضلعی منتظم و چند مثلث متساوی‌الساقیسن 
مساوی که قاعده‌هایآنها با اضلاع چندضلمی 
مشترد هستند و ساقهایآنها مسادی‌یا لهای هرم 


است تشکیل می‌شود (شکل ۳۲-۴). 


۱۷۲ 


از این شکل برای ساختن هرم منتظمی که قاعده و وجه‌های جانبی آن داده شده باشند 
استفاده می‌شود. 


ثمر.بن 

۱- مساحت جانیی مساحت کل و حجم هرم منتظم سه‌پهلو را که اندازة هریال و اندازهة 
همرضلع قاعده آن ساوی و باشد» برحسب و تعین کنید . 

۲- مساحت جانبی و مساحت کل وحجم هرمی را که قاعدة‌آن مربعی به‌ضلع ۲/۲ ۱۲و 
اندارة هریال جانیی آن ۲۰ سانتیمتر است؛ حساب کنند . 

۳ ثابت‌کند اگر ارتفا ع يك منشور سه پهلو با دو برابر فطسر دایره محبطی قاعدة آن 
مساوی‌باشد» حجم منتور با حجم مکعب مستطیلی که يا لهایش مساوی‌سه‌ضلم قاعدة منشور باشند 
بر ابر است . 

۴- ثابت کنید هررصفحه که بريك یال هرم سه پهلو و بر دسط یال مقابل به‌آن می گذرد 
هرم را به دو جزء که حجمهایشان متساوی است‌تجزیه می کند. 


۴ هرمناقص 
۴ لعر یف - هرم‌ناقص جزئی‌است از يك هرم که یین‌قاعده ومقطع هرم باصفحه‌ای‌موازی 
قاعده آن محدود باشد (شکل۳۳-۴). 

مقطع هرم با صفحهً موازی فاعدة آن‌که بررأس عرم نگذرد » يك چند ضلعی متشابه با 
قاعده است. پس هرم ناقص دا به‌صورت زیر می‌توان تعریف کرد: 

هرم نا قص حجمی است که به دو چندضلعی متشابه وافع در دوصفحة متوازی وچند ذوزنقه 
محدود باشدچنان که هريك از ذوزنقه‌ها در هرقاعده با یکی‌از چندضلعیها و درهرساق با ذوزنقة 
دیگر ی ازهمان نو ع مشترل باشد. 

دز هرم ناقص هر يك از دو چندضلمی ر اقاعده و هريك از ذوزنقه‌ها دايك وجه جالبی می گو ییم. 

ساده‌تر ین‌هرم ناقص آن است که فا عده‌های 
آن مثلث باشند و این‌هرم ناقص‌روی‌هم دارای 
۵ وجه است. 

در همرم ناقص منتظم ذوزنقه‌های جانیی 
مساوی یکدیکر و متساوی‌السافین هستند. 

پاره‌عط عمود برصفحه‌های دو قاعدهٌ هرم 
ناقص و محدود به آن دوصفحه را ارتذاغ هرم 


۹۸ 


ناقص می گوييم: مانند ارتفا ع در شکل (۳۳-۴). اندازةٌ ارتفا عهسرم ناقص مساوی 
فاصلهٌ صفحه‌های دوقاعده است. 

درهرم ناقص منتظم عمودی که ازمر کز هر فاعده برصفحةٌ قاعدة دیگر رسم شود از مر کز 
آن قاعده می گذرد. 

هرساک از ذوزنقه‌های جانبی‌هرم ناقص دا يلك بال جانبی و هر ارتفا ع از این ذوزنقه‌ها 
را يك سهم هرم نافقص می گو بیم. 

در هرم ناقص منتظم همه یالها متساوی و همه سهمها مسادی یکدیگر ند. 


۴ مساحت جانبی و مساحت‌کل و حجم هرم ناقص - مساحت جانبی هرم ناقص‌مجمو ع 
ساحتهای وجوه جانیی آن است. برای تعیین مساحت جانبی باید مساحتهای ذوزنقه‌های جانبی 
را حساب کرده و آنها را جمم کنیم. 

مساحت کل هرم ناقص مجمو ع مساحت جانبی‌وساحتهای دو قاعلٌُ آن است. 
از دستور زیر به‌دست می‌آید: 


۷ 2 )5+9+ 7/55 ۱ 


ی : 

حجم هرم ناقعی مساوی است با ثلث حاصل‌ضرب ادئفاع در مجموع مساحتهای دو قاعده 
و واسطه هندسی مساحتهای دد قاعده. 

مساحت جانبی هرم ناقص منتظم - چنان که قبلا" گفته شد ؛ مساحت جانبی هسرم ناقص 
مجموع مساحتهای ذوزنقه‌های جانبی آن است. اگسر هرم ناقص منتظمی مانند شکل (۳۴-۴) 
داشته باشیم که تعداد وجه‌های‌جانبی آن وج و اندازة هرضلع از دو قاعدهٌ آن و و و و اندازه 
هرسهم آن ۷ باشد: مقداد و مساحت هرذوز نقهة جانبی آن چنین‌می‌شود: 


تطا( اههد 9 


و چون دجوه جانبی هرم نافص منتظم متساوبند (چرا ؟) ‏ مقدار 5 مساحت جانبی هرم ناقص 
منتظم از دستور زیر به‌وست می‌آید: ۱ 


ط( وج ه) و و 5 


۹۹ 


حال صفحه‌ای موازی دوقاعده و به يك فاصله 
از آن دو درنظر می گیریم که وجوه جاأتبی‌هرم 
ناقص‌متتظم رادرمقطم ۷0۲[ قطم کند, 
در هريك از دجوه جانبی‌ضلع‌این مقطم نصف 
مجمو ع دو قاعده است. یعنی: 


(اوج+ه) 2 1/0۳۷ 
(چرا 6 . بنابراین  :‏ 5-۰۲ ۳ 8 (شکل ج۳۳) 
و با ملاحظهٌ آن که مقطع يك چندضلمی منتظم است (چرا؟) » اگّر محیط آن دام بنامیم » 
ن -- ۱۰1۷1 و در نتیجه خواهیم داشت: تفس 


چند ضلعی ۳07 ]۷[ دا که صفحهة آن بردسط یالهای جانبی هصرم ناقص می گذرد ؛ 
مقططع متوسط هرم ناقص می گویيم. از اين دوی می توان گفت: 

قضیه مساحت جانی‌هرع ناقص منتظم برابر است با حامل‌ضرب محیط مقطع متوسظ 
1 در ! ندا(: سیم . 


لمر.بن 

۱- حجم رم ناقص را که مساحت دوقاعده آن به ترتیب ۱8 و ٩۲‏ سانتیمتر مربع و 
ارتفا ع آن ۱۵ سانتیمتر است حساب کند. 

۲- هرم منتظمی در نظر بگیرید که قاعدهْ آن مربعی به‌ضلع ۱۲ سانتیمتر و ارتفاع آن 
۲ سانتیمتر باشد . این هرم را با صفحه‌ای به فاصلةً ۳۱/۲ سا نتیمتر از راس و موازی 
قاعده قطع می کنیم. مساحت جانبی و مساحت کل و حجم هرم ناقص حاصل را حساب کنید. 

۳ حجم هرم ناقص مننظمی به ارتفا ع ۴۱/۳ راکه قاعده‌های‌آن ۶ ضلعیهایی به‌اضلاع 
۵ و ۲ هستند نعیین کنید . تحقیق کنید ارتفاع هرم منتظی‌که این هرم ناقص جزئی از آن است 


۴ چند وجهیهای منتظم 

۴ هر یف - چند دجهی منتظم حجمی است محدود به تعدادی چندضامی منتظم 
متساوی که هريك از آنها در هرضلع با یکی از اضلاع چندضلمی دیگری از همین نو ع مشترله 
باشد و فرجه هایی که میان هردو وجه مجاور پدید میآیند مسادی یکدیگر باشند. 

ساده‌ترین این حجمها جهاروجهی منتظم است که به جهار مثلث متساوی الاضلاع متساوی 
۱ محدود است. (شکل ۳۵-۴) 


۱۰ 


حجمی است که به شش مربع متسادی محدود 


است و وجوه آن دو به‌دو با هم فرجه‌های قانمه 5 بت 

ساعتها ند . . 0 
ثابت می‌شود که چند وجهیهای منتظم گوژ ۳ 

منحصر به پنج نوعند و برای آثبات این مطلب ‏ ح 

قبلا" بایدرابطٌ بین‌تعداد رأسها و تعداد وجه‌ها (شکل ۳۵-۴) 


و تعداد با لهای هر عحند دجهی کوژ را بدا نیم . رابطه دنر را که به رابطه ات( معروف است 
بدون اثبات می‌پد یریم : 
اگر تعداد یا لهای چند وجهی گوژ را با ۸ و تعداد رأسهای‌آن را با 5 و تعداد وجه‌های 
۲ - اوح هر 


۴ انواع چند جهیهای‌منتظم- برای تعیین انواع و تعداد چند وجهیهای منتظم از 
ویژ گیهای کنجها و چند ضعلیهای منتظم استفاده می کنیم . 

در چند وجهیها هیچ دو وجه مجاور یا غیرمجاور در يك‌صفحه واقع نیستد » پس در هر 
راس بين وجوهی که با لهای‌مشتر لك دار ند يك کنج بد ید می‌آید. می‌دانیم که مجمو ع زاویه‌های 
هر کنج از ۳۶۳ کوچکتر است و هر کنج حداقل سه زاویه دارد » بنابراين هرزاویه از يك 
کنج منتظم از *ه ۱۲ کوچکتر است . از اینجا نتیجه می‌شود که تشکیل چند وجهسی منتظم با 
جندضلعیها یی که آندارة هرزاويةٌ آنها ۱۲۰٩‏ یا بزر کتراز آن باشد ین ثیست ‏ به 
بیان دیگر هر ژاویه از يك چند وجهی منتظم لزوماً کوجکتر از ۱۲۵۳ است. با ملاحظهٌ آن که 


۲۳۸۲ - 
اندارة هر راویه ۵ ضلعی متتظم "۱ 0 
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است 4 از نامساوی 


)-۲( 


۰ص 


می‌تو ان نتیجه کرفت کسه تعداد اضلاع هروجه از چند وجهی منتظم از مجموعة" اعداد ددست 
۳ و ۴ و ۵ خار جح نیست. 


1.۲۳ 


اگر ۳ وو یی اگر وجه‌های چند وجهی منتظم مثلثهای متساوی‌الاضلاع باشند ‏ اندارة 
هر زاو به از کنج "9 است و دز این‌حا لت تعد اد و جه‌های‌چندو جهی که ار هر ر اس می گذر ند 
ممکن است ۳ يا ۴ یا ۵ باشد (چرا؟) . به‌همین دلیل اگر ۴ 0 با ۲-۵ یعنی اگروجوه 
چند وجهی چهارضلعی یا پنج ضلعی منتظم باشند» اندازهٌ هر زاویه از هروجه ۹۰۳ یا ۱۸ 
است و تعداد وجه‌هایی که از يك رأس حندوجهی می گذرند بیش‌از سه وجه یست (جرا!). 

حال با توجه به رابطةٌ اولر ملاحظه می کنیم که اگر تعداد وجه‌های چند وجهی منتظمی ۲ 


اس س- هر (جرا؟) و اگر درهمین جندوجهی 


بر هر رأس و5 یال بگذرد و تعداد رآسها ٩‏ باشد ‏ تعداد یا لها تم (جرا؟) و اد 


"۰۳ 


1۳0 


وهر وحه‌آن دارای ۱ ضلع باشد» تعداد یا لها 


مقَايسهٌ این.دو تساودی 8 به‌دست می‌آید و اگرمقادیر هر و ٩5‏ دا بر حسب ۰۳ دد 


رابطهٌ او لر قرار داده و تعداد وجه‌های جچند وجهی دا برحسب وج و 5 از آن تعیین کنیم 
حواهیم داشت ۰ ۱ 
۴۳۳ 
سست. ۲ 
01 - ۲0 1-۲ 1] ۲ 
اما چنان که دیدیم ؛ ور فقط اعداد درست ۳ و ۴ و ۵ دا می‌تواند اختیار کند. بتابسراین 
وضع جند وجهی از حهت تعداد وحه‌ها به یکی از صورتهای زیر است: 


۳ ۴۳11 ب 
۱-۱ گر ۳ سح وو باشد ‏ سم ] است و برای‌آن که ۳ عدد درست و مثبت باشد 
10 ۱ 


(چرا؟) باید ۶>وور و ازطرفی ووو حداقل ۳ است (چرا؟) پس تنها سه عدد ۳و۴ون به‌جای 
آن قابل قبولند, اگر ۳ وی باشد. ۳-۴ و اگر ۴ ویو باشد ؛ رد ۳ و بالاخره اگر 
۵ جوز باشد » ۲۰ -- ۳ است . 

۲ اگر ۴ -- وو باشد » ۲ و در این تسادی فقط ۳۳ -< و پذیرفتنیاست و 
در این‌صورت ۶ -- ۳ به‌دست می آید. 


۴ ۳ ۱ 
سب یج 1 و در ان نها ۲ سد ید یرفن است و دد 
۱9۵-۳ 1۳ ن تنها 0 بد برفسی است. 2 د 


۳ ار ۵ و باشد 


این‌صورت ۲۳ ح- [ حو اهد بو د. 
. از این استدلال نتیجه می‌شود که چندوجهیهای منتظم اضر به پنج توعند و انواغ آنها 
به‌شر ح دیر می‌باشند: 


۱۰ 


چهار وجهی منتظم با وجه‌های مثلث. 

شش‌وجهی منتظم با وجه‌های مریع. (مکعب) 

هشت وجهی منتظم با وجه‌های متلت. 

دوازده ودجهی منتظم يا وجه‌های پنج ضلعی . 

بیستوجهی‌منتظم با دجه‌های منلت. 

بر‌ای ساختن حجمهایی به‌صورت جندوجهی منتظم اد شکل هر وجه وتعدادوجه‌ها در هر 
يك ازحالات پنج گانه می‌توان استفاده کرد. 

جند وجهیهای منتظطم را اجسام افلاطوثی نامیده‌اند . دلیل این نامگذاری آن است که 
افلاطون » فبلسوف بزر کک یونانی؛ در یکی از کتا بهای خود جچهار وجهی ومکعب و هشت‌وجهی 
و دوازده وجهی را به‌چهار عنصر؛ آتش و باد و خحاك و آب قباس می کند و بیست وجهی را 


تصویری از همه جهان می‌داند . 


نا 


ین 
الف - پرهر رأس از يك هشت وجهی منتظم چند وجه . چند یال می گذرد؟ 
ب سب بر هر رس از يك بیست وجهی منتظم چند وجه » چند یال می گذرد؟ 


۴ب حجمهای دواد 

۸.۳.. کلبات حجمی را که به سطحها یی نامستوی؛ بعنی به‌سطحی غبر از صفحه » حدود 
باشد» حجم خمیده گویند. انواع حجمهای خمیده بسیار است . مخمترین آنها حجمها یی هستند 
که به سطح‌های دوار محدود می‌شو ند. 


۴ سطح دواز 

تعر يف - هر گاه خم مسطح ز) و خط ق 
دريك صفحه مانند ۳ واقح باشند و صفحه ۲ 
گرد خط ۵ دوران‌کند هرلقطةٌ ]۷ از خم ز) 
بردایره‌ای جابه‌جا می‌شود که مر کز آن» نقطهٌ 
7۲ تصویر ]۷[ برخط ۸۵ و صفحه‌اش عمود 
بر ۸ و شعاعش فاصلهٌ مطة ]۷ ازخط ۸ 
است. از دودان‌خم ز)نیز سطحی پدید مي آید 


که‌آن را يك سطح دواد می گوييم. ا گر دوران صفحه ([ کرد م۵ ۰ ۳۶۰۳ يا بیشتر باشد. سطح 
دوار دا بسته می گویند. بنا براین: 

سطح دو ارمحموعه امعأطی ار فضاست کهاز دوران يمك حم مسطح گرد حطی و اف در صفحهٌ 
آن مشخص می‌شود. به بیان دیگر : 

سطح دوار از مجموعة اوضاع تن يك منحنی ضمن دوران گرد خطی که با آن بر يك 
صفحه است پدید می آید (شکا, ۳۶-۴). 

در هرسطح دوار منحتی ز) زا موند وخط ۵ زا مخور سطح دوادمی گوییم. مسیرحر کت 
هر نقعطه از مو لد سطح 5 ضمن دددان آن يك مداد سح دواد و هر وضع از مو اد سطح 
دوار را يك نصف النهاد سطح دوار می نهیم . ۱ 

هرنصف‌النهار سطح دوار با محور آن دريك صفحه واقع است: ذیرا رو 
سطح دو ار در يلك صفحه فرض شد و دودان آن کرد محور چنان که ذکر شد. درحقیقت دوران 
آن صفحه گرد محور مز بور است. 

از هرنقطةٌ سطح دوار يك مدار و يك نصف‌النهار می گذرد ۰ نصف النهارهای همه نقاط 
سطح دوار مساوی یکدیگر ند (چرا؟) . ها لزوماً متساوی نیستند مکر آن که بعضی نقاط مو لد 
از محور دودان به يك فاصله باشند که در این‌صورت مدارهای کذرنده از آن تقاط متساوی 

مدارهای سطح دواره‌قطعهای آن سعلح با صفحه‌ها,بی‌هستند که برمحور سطح دواد عمو دند. 
هر صفحه که میحوز سطح دو ار را شامل بشید » آن سطح ر! در نصف‌النهارها بی‌قطع می کند که 
از اجتما ع دو وضع مختلف از مولد پدیدمی آیند و اين دو وضم مو لد نسبت به‌محور سطح 
دوار قرینه‌اند. ! گرمو لد سطح دواد با محور سطح در نقطدای متقاطم باشد. سطح دوار در آن 
نقّطه محور دا قطع می کند. 

. ساده‌ترین سطح دوار از دوران حط راست و دایره گرد خطی که با آنها در يك‌صفحه واقح 

باشد : یدید می [ ید. این سطحهای دواد دا در اين بخش بردسی می کنیم. 


۳۸۴ حجم دواد - حجمی را که به يك سطح دوار و دوصفحد عمود بر محور دوران مجدود 
باشد » حجم دواد می گو ییم . مهمترین و درعین حال ساده‌ترین حجمهای دوار را ضمن‌شناسایی 
سطو ح دواری که ۳1 دور آن حط و دایره بل يف می آ یند» ما امه می کنیم. 


۴ سطح استوانی 
۴ رف - منحنی ر) و امتداد مفروض ۵ داکه با آن در يك‌صفحه واقع نیست؛ در نظر 
۱9۳ 


می‌گیریم. از هر نقطة 11[ واقع بر ر) خطی موازی ۵ می گذرد ۰ مجموعةٌ خطهای مانند 3 که 

از تقاط منحنی 0 مواری ۲ ۵ مرور می کنند » سطحی پدید می آورد که آن را سطح استوانی 

می گویند. درهرسطح استوانیعط 8 دا مولد و منحنی :6 را هادی می‌نامند (شکل ۲-۴ ۳۱.) 
۵ 


۳۷4 
0 


(شکلع۴ -۳۷) 
۴ سطح دوار استوانه‌اک سطح دواد 


استو انه‌ای آن‌است که ار دوران‌بك خحط زاست 


( ۱ 

دوار با محور ۸۵ و موند ۵ ر‌ ۱ 
۳ و ۹ ۳ [ ۳ ۱ 
شکل (۳۸-۴). ۳ 

درسطخ دوار استوانه‌ای‌مدارها دایره‌های ۱ 
متساوی (جرا ( » و صت‌النهارها خحطهیای 
موازی محور و به يك فاصله از محو ز هستند. (شکل ۳-۴ 

سطح دوار استوانه‌ای در حقیقت سطحی استوانی است که منحنی‌هادی‌آن دابره و امتداد 
مو لد آن بر صفحه دارم هادی عمود است. 


۱۰.۳۴ ۰ اسدو | نهدو ار 
۳ ". ثعر لش مه استو اه دو ار حجمی است که به مك سطح دو ار استوانه‌ای و دو +مطم 


عمود برمحور آن سطح محدود با شلب (شکل ۳۹-۴ ) 


۰ کی 
مقطعهای سطح استوانی را با دو صفحه فاطع 
آن ؛ قاعده‌های استوانه و فاصلهٌ دوقاعده را ارخدا غ 0 
استوانه‌می گوییم. در استوانةُ دوارمو لدها با ادتفا ع 
سس 


مساو ند . 


چنان که ذ کرشده سمطع‌هرسطح دوار با هر صفحة (شکل ۳۸-۴) 


۱۰۵ 


عمو در بر محو ر 1 یکی از مدارهای سعاح ۳ دایره‌ای شکل أفتتت بتایر ین در استو انة دو ار 
قاعده‌ها دایره و با یکدیکرمساوی قیال 
قشسمتی ار سطح استو انه دوار محدود به دو قاعده را سطح جانبی استو آنه می گوییم. 


استوانهُ دواد با اندازهٌ شعا ع‌قاعده و اندازه ارتفا ع (مو لد) آن مشخص می‌شود. 


۴ مساحت جانبی وساحت کل استواثه دواد هر گاه‌چندضلعی دلخو اهی درقاعده يك 
استوانه دوار محاط کنیم و آن چندضلعیدا قاعده‌منشور قائمی بگیریم که‌ار تفاعش باار تفا عاستوانه 
برابر باشد»مساحت جانبی این‌منشور ازمساحت جانبی‌هرمنشورقا تم‌دیگری که قاعده‌اش برقاعده 
استوانه محبط است وارتفاعی برابر باارتفا ع استوانه دارد کوچکتر است. هما نندروشی که برای 
اندازه گبری محیط دایره (درسال گذشته) دیدیم , در اینجا هم می‌توان نشان دادکه درست يك 
عدد وجود دارو که از سطح جانبی هر منشور فائم محاط در استو انه ( بدشر ح با ۷) یزر کتر و 
از سطح جانبی هرمنشور قاشم محیط بر استوانه کوچکتر است (شکل ٩-۴‏ ۴). این عدد را 
بنا به تعریف سطح جانبی استوانه می‌نامیم. 

اما سطح جانبی هر منشور فانم برابسر 
است با محبط قاعده ضرب‌در ارتفا ع منشور و 
بنا بر این : 

مساحت جانبی استو انه بم آ ینز استت: با 
حاصل‌ضرب محیط قاعده استوانه در ارتفا ع 


یعنی ۱ گر 4 شعا ع قاعده و و[ ارتفا ع استو انه 


قائم و و مساحت جانبی آن باشد: (شکل ۴-,۴) (منشورمحا ط در استو | ) 


۱ ۲۳ - و 


دز نتبجه اگر ٩‏ مساحت کل اصمو انه باشد: 


۱ 9-۲۰۲ 64+( 


۴ ۲ حجیم استو ) نه دو ار - جنا نچه اصل کاوالیری را برای حجمهای دوار نیز بذيريم 
می‌تو انیم انار حجحم استو انه ۳ نیز تعیین کنیم. مکعب مستطیلی می‌سازیم که مساحت قاعده‌اش 
با مساحت قاعده‌استو انه وهمچنین از تفاعش با ارتفا ع اسئوانه برا بر باشد. ار اصل کاوالبری نتیجه 


۱۰۶ 


می‌شود که حجمهای استو انه و مکعب صّ مبئطیل داد ای يك‌اندازه هستد زو در شحه: 
حجم استوانه برابر است با حاصل‌ضرب مساحت قاعده در ارتفا ع نی اگر و[ ادتفا ع 
استوانه و 1٩‏ شعاع فاعده آن و ۷ حجم آن باشد: ۱ 
ت 


مسا ماس و 


۴ کسترش سطح جانبی استواف؟ دواد - گسترش سطح جانبی استوانةُ دواری 
که شعا ع قاعدة آن ] و مولدش [ است بر يك صفحه , مستطیلی است که یکی از ابعاد آن 
۲3 (محیط قاعدهُ استوانه) و بعددیگرش 1[ (مولد استوانه) است. این درصورتی است که 
سطح استوانه‌ای را در امتداد یکی از مو لدهای آن بریده و آن‌گاه آن دا بسرصفحه گسترش 
دهیم . 

نمر.ین ۱ 

۱- ساحت جانبی و مساحت کل و حجم استوانهُ دواری دا که شعاع قاعدة آن ۲ و 
ار تفاعش ۸ سانتیمتر است حساب کنید. 

۲- استوانهٌ دوداری برمنشور منتظم شش پهلو بی‌مسیط است؛ نسبت مساحتهای جانبی آنها 
را تعیین کنید. 

۳- مستطیلی به ابعاد و و و[ يك‌بار گرد ضلع و و يك بار گرد ضلع و[ دوران می کند» از 
هر دودان استوانة دواری بدید می‌آید. سبت مساحتهای جانبی : همچنین نسبت حجمهای دو 
استو انه را حساب کنید. 

۴ سبت ار تفاعهای دو استوانه را که شعاع قاعدغْ یکی‌دو برابر شا ع قاعده دیگری‌است 
و ساحنهای جالبی آنها مساوی هستند. تعیین کنبد. 


۴ سطح مخردطی 

۴ عرش - منحنی ز) و نقطهٌ () را در 
ار ح آن در نظرمی گیر یم مجموع نیم عطهای 
به بدا () که هر يك بسر يك لقطهٌ 08 از 
منجنی ) مسرود می کند » سطحی پدید 
می‌آورد که آن را سطح مخروطی می‌نامیم ۰ 
شکل (۰)۴۱-۴ (شکن ۴۱-۴) 


۱۰۷ 


در هر سطح مخر وطی لفط (0را دای و محنی ز) را هادي و هر يك ارعطها ی را که 
بر رأس و يك نقطه از هادی می گذرد يك مولد سطح می گویم . 


۱ سطح ددار مخر دی .- سطح دو ار مخروطی آن است که از دوران يك عط راست 
۱ 


1 
۱ 9 
۰ ۱ 1 / 


گرد حط راستی که با آن در يك نقطه متقاطع 
است پدید می آبد. مانند سطح دوار با محور 
۸۵ و مولد 8 در شکل (۴6۲-۴). 

در سطح دوار مخروطی, مدارها دایره و 
نصف النهارها خطهای راست همر سند . 

سطح دواد مخروطی در حقیفت سطحی 
مخروطی است که هادی آن دایره و رأسش بر 
عمودی واقع است که در مر کز دايرة هادی بر 


صفحه آن دایره سم شده باشد . 
۸ (شکل ۴۳-۴) 

۴ مخر وط دواز 
۴ تعر یف - مخروط حجمی‌است که به‌يك سطح مخروطی و صفحه‌ای که بر دأس آن 
نمی گذرد و همه مو لذها دا در يك طرف راس قطم می کند محدود باشد. 

در مخروط مقطع صفحه فاطع را قاعده و هر حط که يك نقطه قاعده را به رس وصل‌می کند 
مو لذ مخروط می نا منك. 

ار تفا ع مخروط پاره‌خحطی است محدود به رأس و صفحه قاعده که بر آن‌صفحه عمود باشد. 
مانند باره عط ٩]‏ درشکل ( ۷۳-۴ )۰ 5 

درحالتی که سطح مخروطی‌دوار وصفحه‌قاعده‌بر 
محورسطحدو ارعمود باشد» مخروطرا دواد می گویيم. 

دز مخر وط دوارمو لدها مساوییکدیگر ند (جر ا؟) 
ور ارتفا ع مخروط بر مر کز قاعده می کدرد : یعنی بر 8 ۸ 
محور مخروط منطیق است. (ععل ۴۳-۴) 8 

مخر وطدوار ی ای ار تفا ع ۳ باشما ع فاعدم واندارة مو لدودرهرحال 
بادوعاملمشخص می شود. مثلا ممکن است‌یکی ازعوامل 
مشخص کنندة مخضروط دوار شماع قاعدةُ آن و عامل 
دیگر زاو به بين مولدها با صفحٌ قاعده یا زاویهٌ بين 


(شکل ۴۳-۴ الف) 


۱9۸ (هرممحاط در مخر وط) 


: دو مولد که بامحودسطح در يك صفحه واقعند د به‌عنوان دو نصف‌النهار قرینه شناخته می‌شو ند 
مشخص گردد . 


۴ مساحت جانیی و مساحت‌کل مخروط - در مورد مخروط نیزمانند استوانه؛ صاحت 
جانبی مخروط تنها عددی است که از مساحت جانبی هرهرم محاط در آن مخروط بزر کترواز 
مساحت جانبی هرهرم محیط بر آن مخروط کوچکتر است وچون مساحت جانبی هرم منتظم 
برابر با محیط قاعده در نصف سهم آن مي باشد» پس: ۱ 

مساحت جانی‌مخروط دوار برابر است‌با حاصل‌ضرب محیط فاعده در مو لدآن. ییا گر 
شعا ع‌قاعده مخروط دواد و[ مولد آن و و سطح‌جانبی آن باشد: 


11 سٍ ۲۰ حت 8 


توجه کنیدهنگامی که قاعده يك‌مثلث متساویا لساقین به‌صفر نزديك می‌شود؛ اندازه ارتفا م 
وارد بر قاعده به اندازه ساقها نزديك می‌شود. بنابراین سهم هرم منتظم (با کوچك شدن ضلم 
فاعده هرم) به‌یال هرم که همان مو لد مخروط دوار محرط بر آن می با شد نز ديك می‌شود (شکل 
۴۴-۴ الف.) 

مساحت کل مخروط دوار از دستور زیر بدست می‌آید: 


5- 11)۳-۳1( 


۴ حجم مخروط دوار - در مخروط هم مانند هرم می‌توان‌ثا بت کرد که هر گاه صفحه‌ای 
موازی قاعده مخروط را قطح کند ۰ نسبت مساحت مقطم به ساحت فاعده برایر است بانسست 
مر ب‌فاصله رس مخروط ازنقطع به مربع فاصله رس مخروط از فاعده . بنابراین با پذیرفتن 
اصل کاوالیری برای مخروطها » می‌توان حجم مخروط را چنین تعیین کرد : هرمی می‌سازیم که 
مساحت قاعده‌اش با مساحت فاعده مخروط و همچنین ارتفاعش با ار تفا ع مخروط بر ابر باشد. 
آنگاه اگر. فاعده‌های آنها در يك صفحه۳ و رأسهایشان در يك طرف ۲ باشند ».هر صفحه‌ای 
که‌آنها را قطم کندمتطعهای با مساحتهای‌بر ابر ایجاد می کند وبنا به اصل کاوالیری ایند جسم 
حجمهای بر ابر دارند د در تیجه حجم مخروط هسم برابر با مساحت فاعده ضرب ددیلسوم 
ار تفا ع است. (شکل ۴سن۴ ب) 


۱۰۹ 


یعنی اگر 1 شعاع قاعده مخروط دوار و ارتفاع مخروط و ۷ حجم آن باشد : 


۷ 


سس تست 


5 


4 
نت 


(شکل ۴-۴ ب) 
۴ عر یف مخروط ناقص حجمی است که به یلسطح مخروطی و دو مقطع متوازی آن 
محلود باشد. 


هر گاه مخروطی را صفحه‌ای مو ازی با 
صفحهٌ قاعدٌ آن که بر رس نگذرد فطع کند ‏ 
به آن صفحه و صفحهٌ قاعده جزیی‌از مخروط 
محدود می‌شود که يك مخروط ناقص است . 

مخروط تافص دوارحجمی است که به‌يك 
صطح دوار مخروطی و دوصفحهة عمود برمحور 
آن محدود باشد (شکل ۴۶-۴ ). (شکل عدعع) 

۳ مخروط نا قص‌هر يك از مقطعها را بك قاعده و فاصلهٌ دو قاعده را ارتفا غ و هرپاره‌عطی 


را که دوسر آن بردو نقطه از قاعده‌ها و با محورمخروط در يك صفحه باشديك موند ازمخروط 


۱1 


با توجه بهشکل(۲۷-۳) می‌توان ملاحظه 
کردکه اگر مخروط دواری را که شما ع قاعدة 
آن 1 و ار تفاعش ۱ باشد صفحه ای‌موادی 
صفحةٌ قاعده و به فاصلهٌ و از آن صفحه قطع 
کند ‏ مقطع دایره‌ای است به شعا ع: 
رت 
۱ 9 

(جر ا؟) و انداز هر يك از مو لدها از دستور: 

۱۳ --۲4+-)8 (۲ 


به دست مي آید. (شکل ۴۷-۴) 


۳ 


۳.۳ ۲.۱- مساحت جاثبی و مساحت‌کل و حجم مخروط ناقص - روش یافتن مساحت جانبی 
وحجم مخروط ناقص دوار همانند هرم ناقص منتظم می‌باشد. 

اگر شعاعهای دو قاعده مخروط ناقص دوار 13 و "10 و مولدآن 1 و ارتقاعش 1 باشد» 
و مساحت جانبی و ٩‏ مساحت کل و ۷ حجم مخروط ناقص از دستورهای زیر به دست 
می‌آیند : 


۱-۰ | 


۱ | 5-۷۰۲۱ 


سس 


۱۴۱+ اطع ۷ 


( ع-۲۳) 


توجه کنید : به‌طود کلی حجم مخروط ناقصی که دو قاعده‌اش دایره باشند , ار دستور 
( ۲۲-۲) به‌دست می آ ید » ریرا می‌تو ان آن مخر وط ناعص را حد هرم ناقصی دائست که عدءٌ 


اضلا ع دو قاعده‌اش بی نها یت بزر کگ باشد و درنتحة دستور حجم هرم تاقص دز مخروط ناقص 


۱۱ 


نیز جاری است. 


۴ -کسترش‌سطح‌جانبی مخر و طدوار بر صفحه- اکع سطح جانبی مر وط دو اری را در 
امتداد یکی از مولدهای آن تا رأس بریده و ۹ 

آن دا برصفحه‌ای کسترش دهیم , کستردهٌ آن 
۱ به‌صور تی که درشکل (۴۸-۴) دیده می‌شود 
قطاعی از يك دایره است که 53 و ٩۳‏ 
شعاعهای 2 مو لد مخروط و دراز اي ۳ ۲۷4 
کمان آن ۲۲0 همان ندازه محیط قاعدة‌مخروط 


است , (شکل ۴ع) 


ثمر ین 

۱- مساحت جانبی و مساحت کل وحجم مخروط دو اری را که شعا ع قاعدهٌ آن ۸ سانتمتر 
و ارتفا ع آن ۱۲ سانتیمتر است حساب کنید. 

۲ مساجت جانبی ومساحت کل وحجم مخروطدو اری را که هر مولد آن مساوی قطر قاعده 
ادن یس 13 شعا ع قاعدة آن حساب کنید. زاو بة بين دو مو لذ مخروط دا که نسبت به‌محوز 
آن قرینةٌ یکدیگرند , همچنین زاویه‌ای را که هر مولد با صفحةٌ قاعده تشکیل می‌دهد » تعیین 
کید . 

۳ مساحت جانبی وحجم مخروط دداری راکه شعاعهای دو فاعدهة آن ۸ و ۵ سانتیمترو 
مولد آن ۵ سانتیمتر است حساب کنید. 

۴ مخراوط دار را در چه فاصله از قاعد؛ آن با صفحه‌ای موازی قاعده باید تطع 
کرد تا مساحت جانبی آن با .این مقطم به دو جزء متساوی تقسیم شود. 

۵- مخروط دوار را در چه فاصله از فاعدة آن با صفحه‌ای مواری فاعده باید قطع کرد 
تا حجم آن بهدوجزء متساوی تفسیم شود. 


۴- سطح کر وی 

تفر یف - سطح کروی سطح دوادی است که ار دوران يك دايره (نیمدایره) کسرد قطرش 
پدید می آید (شکل ۴۹-۴). 

در سطح کروی مدارها دایره‌هابی با شعاعهای مختاف و صف‌النهارها دا یر وهای مساوی ۱ 
با مو لد سطح می باشند. 


و۳ 


ا گرشعا ع دايرة مو لد سطح کروی ساوی 
3 باشد , با توجه به آن‌که صفحهٌ دایره گرد 
قطر "55 دوران می کند و ضمن دودان ۷۱۲۲ 
و ۲18 متسادی خو اهند ماند در هر وضع 


قطهٌُ "]۷[ از سطح کروی : 

01۷-8 0081۲ 
خحواهد بود . یعنی هرنقطةً سطح گروی از نقطة 5 
ثابت ۰0 مر کز دايرة مولد» به فاصلاٌ ثابتی (شکر جسهم) 


مساوی شعاع آن دایره است. بنابراین می‌توان گفت: 
سطح کروی مکان هندسی نقاطی از فضاست که از نقطةٌ ثابتی به فاصلاً ثابت باشند. 


۳ کر ه 


۴ هر یف ده کره حجم بسته‌ای است که به يك سطح کروی محدود باشد. 
کره با مر کز وشماعش مشخص می‌شود ی ار یت 
نمايش‌می‌دهيم و آن را «کرة 5 به مرکز (0 و شعا ع 1]» می‌خوانیم. 
سطح کروی دا با نمادها ب‌صورت زیرتعریف می کنیم. 
(10- 4۷۱۵۷ <- (5)0,1 
ای پا فا وا پا سینت به‌شر ح زیر تقسیم می کند: 
٩‏ مجموغةٌ تقاطی که فاصلهٌ آنها از مر کزمساوی شعا ع سطح کروی است. این مجموعه 
همان سطح دوار کروی دا پدیدمی آورد. 
۲- مجموعهنقاطی که‌فاصلةً آنها ازمر کز کوچکترازشما غ است ودرون کره نامیده می‌شود. 
۳ مجموعة نقاطی که فاصلهٌ آنها از مر کز بزر کتر از شعا ع است و آن را بسرون کره 
می گو ییم . 
قطر کره - پاره حطی را که ددسر آن دو نقطه از يك سطح کروی باشند ؛ ونر کره 
می گو یيم . 
قطر کره وتری است که برمر کز آن بگذرد. قطر کره بزد گترین وترهای آن‌است. اندازة 
هرقطر کره دو برابر شعا ع کره است. 


۴ مقطع گره با صفحه - صفحٌ ۲ و کرة (5)00,]0 دا ددنظر می گیریم » اگر 01 
فاصلة مر کز کره از صفحه 1 باشد » » برحسب آن که این فاصله کوچکتر از شعاع کسره » یا 


رز 


مساوی با آن » یا بزر گتر از شماع باشد » نقطةٌ ] در درون کره ‏ برسطح کره » يا دز برودن 
آن است. ۱ 

در صور تی که نقطهٌ ۳1 در درون کره باشد 
(شکل ۰-۴ ۵)» با توجه‌به آن که صفحه‌بی کر ان 
است ؛ نقاطی از صفحه ۳ در برون کره نیز 
وجود دارند و بنابراین باید صفحه و سطح 
کروی نقاط مشتر کی داشته باشند » اگر نقاط 
1 و ۷۲ بین‌صفحه ۳ و سطح کروی مشترله 
باشند » از تساوی دومتلت 06۲۱۷۲۰011۳۷ (شکل ۴.هه) 
(چرا متساویند ؟) نتبجه می‌شود که ۲1۷ ]111۷ یعنی نقاط فصل مشترله از نقطةٌ ثابت ۲3 از 
صفحه ۳ به يك فاصله‌اند : پس مقطع کره با هرصفحهٌ ۳ يك دایره است. 

با توجه به این که از دوران دایره گرد هر قطر دلخواه آن سطح کروی پدید می‌آید و هر 
صفحه را صفحه‌ای عمود بر امتداد يك قطر از سطح کروی می‌توان درنظر گرفت مقطع کره ۲ 
با هرصفحه می‌توان یکی از مدارهای سطح کروی دانست و بنا براین يك دایره است. 

بزر گترین مقطع سطح کروی با صفحه ‏ 
مقطعی است که صفحه آن از عر کز کره بگذرد. ۰-721 # 
اين مقطع‌دایره‌ای است که مر کز آن مر کز کره ک 
و شعاع آن با شعا ع کره مساوی است و آنرا 
دایی پندگك یا دايرة عظميةٌ کر ه می نامیم . 

اگر نقطهٌ 11 برسطح کروی واقع‌باشد ‏ (شکل ۱ه) 
با ملاحظهٌ آن که دیگر نقاط صفحهُ ۳ ناچار در برون کره‌اند . صفحهٌ ۳ با سطح کروی تنها 
در نت4 [] مشتر است و در این‌صورت آن را صفحه مماس برسطح کروی گوییسم 
(شکل ۵۱-۴) ۰ 

در حالتی که نقطه ]] و درنتیجه همة ۳ 3 
تقاط صفحه ] در برون سطح کروی هستند ‏ 
صفحه ۳ با سطح کروی نقطه مشترك ندارد ‏ 
بد بیان دیگر ۰ سطح کروی دا قطع نمی کند . 
(شکل ۵۲-۴) . (شکل ۲-۶ه) 


۴ سساحت و حجم کره » مساحت و حجم کره را به ر اههای مختلف محاسبه کر دهاند. 


۱۱ 


از نظر هندسی بر ضمن 1 تابت می‌شود کد: 

مساحت کره برابر است با جهار بسرابسر مساحت دایره‌ای که شعا ع آن با شعا ع ز؟ 
ساوی باشد . 

حجم‌کره برابر است با مساحت‌کره دد ثلث اندازة شماع‌آن. 

با این تر تیب مساحت و حجم کرة به‌شعا ع ( از دستورهای زیر به‌دست می آیند: 


۱ 9-۲ 


۱ ۷-۳ 
/ ۱ 


۱ ۲ ۳ 
۴ - قاچ کروی- هر کاه فطری مانند ۱ 


,(] از کر 6 رادر نظر بگیریم ودونیم‌صفحه. 

۳ و "۳ را برآن مرور دهیم . هريك از دو 5 
نیم صفحه > مطح کروی را در نیمدایره‌ای 

(دونصف النهار سطح کتروی) قطم میکند  :‏ : م2 


(شکل ۰)۵۳-۴ قسمتی از سطح کروی دا که 0 
.بد این دو نیم‌دايرة مددودند ‏ مك قاج کردی 


می‌نامیم . یعتی: ۳ 

قاچ کردی قسمتی از يك سطح کروی (شکل ۳-۴ه) 
است که به دو نیمدايرة بزر گک سطح کروی محدود باشد. 

هرقا ج کروی با اندازة فرجهةٌ بن دو نم‌صفحة (] و ۳٩‏ مشخص می‌شود. سطح کروی 
خود قاجی است که زاويةً مسطحه آن ۳۶۰۳ است. 

از آنچه ذکر شد می‌توان نثیجه گرفت که اگر زاویة مسطحه يك قاچ کروی از کره‌ای به 
شعاع 4 مساوی 6 باشد: هت فا ج را از دستود زیر می‌تو ان به‌دست آورد. 


۰0« 
سس سس 7 8 
۵ ۳۴ 


۴ منطقه و قطعا کروی - هر گاه دو صفحة متوازی سطح کروی را فطع کنند. قسمتیاز 
آن سطح به دو مقطع محدود می‌شود که آن را عنطفه کسووي می گویم. و نیز قتمی از حجم 
کره را که به دو مقطع موازی آن محلود باشد قطمة کروی می‌ناميم۰ (شکل ۵۴-۴). 


۱۵ 


درهر نطفَةٌ کروی و همچتین در هر قطعة 
کروی هريك از دومقطع موازی را يك قاعده 
و فاصاه دو قاعده را ا«قفا ع منطفه و قطعه 
می‌نامیم . 

تا بت می‌شود که : 

عساحت منطلفه‌کروی عسااقی است با 


حاصل صرب عبط دایر؟ بر دگذ‌کره دد ا«تفا ع 
۳۹۹ (شکل ۴ه) 
ون کرو به شعا ع 8 مساحت منطفه به ارتفا ع ط از دستو ز ۳ به‌دست می آید: 


۲*۹ سم مساحت ماطمه 


حجم قطیه‌کروی مساو است با حجم‌کره‌ای‌که قطرن ارتفا ع قطعه باشد به علاوه حجم 
۱ستوانه اق‌که مساحست قاعد؛ آدد نصف حجموغ مساحتهای دو قاعد؛ قطعه و ا«تفاعش ساوقی 
ارتفا ] قطعه باشد. 

بعنی در کره‌اي بهشعا ع 0»حجم تطعه‌ای که دوقاعدخآن به‌شهاعهای و امو ار تفا ع آن ‏ 


(۲ ۳۲ ۳۲-۲) د[ع دب طد-۷ سم 


ب شد. از دستور یر بلست میا بد. 


سرت 


ار صفحهٌ یکی از قاعده‌های قطعه بر کره مماس باشد » شعا ع اين قاعده ؛ مثلا اوء صفر 
می‌شود » شکل ۵۴-۴ :و دستور حجم. قطعه ور این حالت به‌صورت زیرورمی آید : 
() ق ۷ 


۴ عرقچی نکر وید وسمتی از سطح کروی که با يك مقطع از آن سطح تفكيك شده باشد. 
يك عر فجین کر دی است. 
۱ در هر عرفچین کروی مقطم صفحدٌ قاطع با سطح کروی را قاعده عرقچین و پاره‌عطی را 
که از مر کز کره برصفحة قاعده عمود و پن 3 
تاعده وسطح کره محصور است ارتفا ع عر قجین 
می‌گویيم . مانشد پاره خط 5۳7 در شکل 
(۵-۴ ۰)۵ 

سطح نیمکره عرقچینی است که ارتفا ع آن 
مساوی شعا ع-کره است. 


۱۱۶ (شکل جیج) 


مساحت‌عر قچین کروی با استفاده ازدستور مربوط به مساحت منطقه به‌دست می‌آید. 


۴ قطاع کردی - دایرة ز) و فطر۳ ۳ و قطاع دایر؛ 0۸۷8 از آن دا در نظر 
می گیر یم» شکل (۵۶-۲)اگر دايرة 6 گرد قطر "۴ ۳ دوران کند کرژبه‌شعا ع 14 پدید می‌آید و 
از دوران قطا غ دايرة ۸( قسمتی از حجم کره مشخص ترفن آن را فطاع کسروی 
می گوییم. سطح‌حادث از دور ان کمان 313 ۸ 
را که خود يك منطفهٌ کروی مشخص می کند 
قاعد؟ قطا ع کرویو ارتفا ع این منطته را ارتفا ع 
فطا ع کروی می گویيم . 

فطا ع کروی درحقيقت قسمتی از حجم کره 
است که بين سطح يك منطفةٌ کروی و سطو ح 
جانبی دو مخروط که قاعده‌های آنها دو قاعدة 


منطقه و رأس هر دو مرک زکره است؛ محدود زین 


۳ 
(شکل ۴وه) 
می‌شود . 


هر قطا ع کروی با شعاعهای دو قاعده و ار تفاعش مشخص ی 3 
پا استفاده از آنجه در باره حجم فطعةٌ کروی ذکر شد , می‌تو ان دید که حجم قطا ع کروی 
پا ار تفا ع و در کره‌ای ۵ شعا ع 4 ار دسئوز : 


۷-۳ 
۳ 


ات مسبت مس 


تمر ین 

اس سطح وحجم کره‌ای به شعا ع 0 سانتیمتر را حساب کنید. 

۷- مکان هندسی نقاطی از يك سطح کروی را نعبین کنید که از دو نقطهٌ مفروض رو 
دافع برسطح کره به يك فاصله باشند, 

۳- نقاطی ازيك سطح کروی مشخص کنید که هريك از آنها از سه نقطٌ مفروض داقع بر 
سطح کره به يك فاصله باشند. 

۷- دد کره‌ای به شعا ع ۱۰ سانیمتر مساحت قاچ کروی دا که زاوية مسطحهٌ آن ۲۴۳ 


۱۷ 


است حساب کنید. ۱ 

۵- در کره‌ای به‌شعا ع ۳ سانتیمتر منطفه‌ای کروی جنان دز نظر بگیر ید که ار تفاعش ۱۱ 
سانتیمتر باشد» مساحت این منطتقه را حساب کنید. 

۶ب مساحت عرفچینی از يك کرة به‌شما غ ۱۵ سانتیمتر را که ارتفا ع آن ۶ سانتیمتر است 
حساب کنید , 


۱۱4۸ 


خواند ای 
آبو ر جان پبر و نی 


او د یجان مجمد بیرونی از نام آودتر ین دانشمندان و متفکران سر ذمین ایران‌است. 
و در شرق و غرت ۳ و نوشده‌های او هنوز از اعثیار ۶ ۹ ۹9 بهره دارد. 

در سال ۱۳۵ . به‌مناسیت هزاره ولادت او در ابر ان وحهان از وی تحلیل شد و 
کنابها و رساله‌های متعدد در بارة او به‌حاپ زسید. 

از ان شود دک نار ی وس سای اش ات ابا آووحان .۲ 
بیشتر بهزبان علمی زمان وی یمنی بهزبان عربی نوشته شده‌اند اما تساط او به‌هر دو زبان 
فادسی و عربی در حدی بودکه در هر ده زبان آثار نا نایذیر به حای گذاشت. 

ی از با اد ح‌تر ین کتابهای ابودیحان یرو نی کتاب الذفيم است که‌نام کامل 1 
دالتفي لو بل اصناعةالننجیم» است که به دو زبان فادسی وعربی نوشته شده است و از هردو 
دتلرعلمی و ادفو از مهمتر ین کنا بهای دون دور اسلامی است. ۱ 

ابوریحان کتاب التفیم را در سال ۸ به‌خواهش دیحانه دختر حسین (حسن) 
خوادزمی در شهر غزنه تالیف کرد. وی کتاب دا به‌شیوه «مدخل»» یمتی دوشی که در خور " 
فوم میتدیان باشد» نوشتّه است. کنات مشتمل است برهندسه وحساب وهیئت و اسطر اب وعلم ۱ 
احکام نجوم و شاهکادی است اذعلم و ادب که برای بی‌بردن بهاطلاحات علمی ۱ 
از عنایم بسیاد غنی به‌شمار هو | وه 

لغات واصطلاحاتی که | بودیحان درایکتاب به کادبرده است آن حنان خوبا تخاب 
شده‌آند که 2 هز اد سال هنو ز فابل استفاده هستند و همکن أست به‌عنو آن لغات دورد سید 
عامه از آ نها استفاده کرد. 

به‌عنوان نمونه‌ای ازشر فادسی کتاب التفییم قسمتهایی از آن دا دراین مقاله نقل 
می کنیم : 

«هندسه حچیست؟ دانستن اندازه‌ها وحندی يك از دیگر و خاصیت صود نها و شکاها که | 


لو 
۱1۹ 


:طول باشه بی‌عرض و ده درل یکی کمتر باشد و ات بعدهای سطح یکی کمش 


اندر حشم موجود است و علم عدد بدو یکی گردد از پس ك که جزوی بود و علسم صورت 
عالم حفیقت گردد از پس آ نك به تخمین و گمان بود.» 
وجسم حه جیز است؛ آن حیز است که یافته شود به‌بودن و فاثم بود بدتن خویش و 
جایگاه خویش بر کرده دارد و حیز دیگر از آانك مانئده او بود با وی اندد حایگاه وی 
نئو اند بودن. » ۱ 

«سطح چیست؟ حسم ناجاده بی‌نهایت نبود به‌همه سوها و نهایت او سطح است... و 
نیز او دا بسیط گویند.» ۱ 

«خط حیست؟ اگر بسیط دا نهایتی باشد, آن نهایت او ناجاده خطی باشد و آن خط 


باشد از عدهای ج<سم.» 
«نقطه حیست؟ حون خط را نهایت باشد» نهایت او نقطه بود و نقطه کمتر از خط 


«سطعم راست کو تاهثرین ۳ است اندد میان دو خط که نهایت اواند و خط راست 
کو تاهتر ین حط است ممان دو نعطه که نهابت آو بند. » 
تو لد ابودیحان بیرونی را در سال ۱ در بیرون حوآرزم ودر گذشت‌وی را به‌سال 


۷ هحری در غز نه نوشته‌اند. 


باشد به‌يك بمد و خط را ده ول یست و بدانك نقطه دا نه‌طول است و نه عرش و نه‌عمق.». 


سپس سس سس مج ی 


مسائل متفر قه 

۱- برصفحة دایر؟ ((0,1)ر) نقطةٌ ۳ را به فاصلة و ضله 16 را بهفاصلاً ۳1۴ از 
مر کز دایره اختیارمی کنیم. قدرمطلق قوت هريك از اين دونقطه را نسبت به‌دایره تمین کنید . 
اندارة مماسی را که از نقطهٌ 1 بردایره می‌توان رسم کرد حساب کنید. 

۲- دایره (۲,()ر) ونقطهُ ۲ دد بردن دایره مفروضند. از نفطةً ۳ قاطعی رسم کنید کته 
دایره را در تقاط ار و 13 فطع کند و دنر 1 هر داسطهٌ هندسی بین ۳۸ و ۳1 باشد. آبا 
«سله همه جواب دارد؟ مجموعةٌ نقاط ۳ را چنان تعیین کنید که مسئله جواب داشته باشد. 

۳- لفطهٌ دلخواه (] را بر قاعدء 126 از مثلث متساویالساقین ۳2 هر اختیار من و 
عط (۲ ۸ راامتداد می‌دهیم تادایرژ محیطی‌مثلث را درنقطهٌ رن قطع کند» ثابت کنید ضلعن) ۸ 
ازمتلث بردایره‌ای که برسه نقطهٌ ز) و (] و ] می گذرد مماس است. 

۴- دو دايرة (0,14)ن) و ک9 0)) در نقطةٌ هر مماس درونیند. وتر 136 از دایرة 


0 درنقطة 31 بر دایرة "60 مماس‌است. ثابت کنید اندازة ۸86 واسطاً هندسی‌بین اندازه‌های" 
13 ر )۷ است. اقطةٌ 1 را در چه وضعی باید درنظر گرفت :ا «ثلث 170 ۸ در رأس ۸ 
فاثم الز اویه باشد. 

۵- درمثلئی بین اندازه‌های اضلا غ را بطله‌های : ۱ 

: ۴ و ما و ۲+۵ ها 
بر قر ارند. زاویه‌های مثلث واندازه‌های دوضلع و و ی را برحسب و تعیین کنید. 

۶ درمثلث 6(] ۸ زاوبه ۸ قائمه است. مبانهای نظیر دوضلع ز6 و 09 ۸ دا رسم 
می‌کنيم تاخطی را که از رأمن ۸ موازی ضلع ز)13 دسم می‌شود به‌تر تیب درنقاط (] و 0 
قطع کنند. ث بت کنید: 7 :01+ ۲(] 9 

۷- برنیمدایره‌ای به قطر ۲۲۹ --3] ۸ نقاط ز) و (] را اختیار کرده و از دو نقطاٌ ۸ و 
دو عمود بر امنداد خط (],) فرود می‌آوریم تا ایسن خط را در نقاط 12 و 1۳ قطع کنند. 
ثابت کند ؛ 


6+00 
۸ - انذازه‌های قاعده و يك ساق مثلت مساوی الساینی به‌تر تیب ٩۵‏ و ۱۳ سانتیمتر ند 


۱۱ 


میانهها را حساب کنید. ۱ 

برفطر 3 هر از دایره (۸],())ر) و يا بر امتداد قطر ‏ دو نقطه ئابت ۷[ و ۳ زا به 
يك فاصله از مرکز اختیار می‌کنیم . ئابت کنید مجمو ع مربعهای فاصله‌های هر نقطه دلخواه ۲ 
روی دایره از نقطه‌های ۸ و (1 مقدار ثابتی است. نقطه‌های 1۷ و ۷ را جنان درنظر بگیرید 
که این مقدار ثابت مساوی ۶]٩۲‏ باشد. در اين حالت ا گرنقطه ۳ را چنان اختبار کنیم که خط 
۳ بردایره مماس باشد . پاره عطهای 1۳ و ۳ ۷[ را حساب کنید. 

۱ ۵ - شعا ع دايرة محیطی و میانه و ارتفا ع نظیر يك ضلع از مثلثی معلومند. مثلث را رسم 
کنبد . اگر در اين مثلث ۲۵ --1] و ۳۶ رو[ و ۳۳۹ ,ونر سانتیمتر باشندء اضلاع مرا 
حسات کنید, 

۱-شعا ع دایرة محاطی درونی مثلث قائم الز اویه‌ای را برحسب اضلاع آن تعبین کنید. 

۲- مربعی رسم کنید که چهار رس آن بر دو دایرة هم مرکز واقع باشند. 

۳- ثابت کنید قرينةٌ نطةٌ همرسی‌ار تفاعهای هرمثلث اسبت به هرضلع آن» بردایر محیطی 
مثلت وافع است. 

۴- دريك نیمدایره مر بعمی محاط کنید که يك ضلع آن برقطر نیمد‌ایره و دو رأس دیگرآن 

بر نیمدا یره و اقع باشند. 

۵ اگر نقطه‌ای مانند ]1 برضلع :196 از مثلث ۸136 "وافع باشد, بین فاصله‌های 
آن نقطه از سه رأس مثلث و اندازه‌های اضلاع رابطه زیر برقرار است: 

٩.۷] ۴4 6۱۰۷])۱-- 21۷] ۸ ۲+ ۵ :۷۲1(.60 

و مثلث :30 ۸ دردايرة (],00)) محاط شده است قطری از دایره دا که برقا ۸ 
عمود است رسم کرده آنرا از طرفین امتداد می‌دهیم تا محبط دایره دا در تقاط ]9۷ ۷ وضلع 
10 را در و امتداد )هر دا درل) قطع کند ثابت کنبد چهارنقطةٌ ۷ و1۷ و 0 و تشکبل 
يك تشسیم توافقی می‌دهن. ‏ 

۷ وزنقه (۵[61 داده شده است سافها دا امتداد می‌دهيم تا یکدیگر را دد ]۷ 
قطع کنند: از نقطه ]7۷ به ۳ محل تلاقی دوقطر ذوزنقه دصل کرده ادامه می‌دهيم هر گاه ۷][۷ - 
فاعدءٌ ]۸ دا در () ون[ را در ظ قطم کند تا بت کنید چهار نقطه ۷1 و و۳ «() تشکیل 
يك تقسیم توافقی می‌دهند. 

۸ - هرگاه نقطة 0 محل تلاقی اقطار مربع (136/1 ۸ باشد ثا بت کنید: 

06+08-0 +08 +0۸ 
6- اگر 0 مر کز دایرةٌ محیطی پنج‌ضلعی 196:](1 ۸ باشد ثا بت کنید: 


۱۳۲ 


پچ یت تست نت یت بویت 
(0 ح- ,0 ۲0۱4+ 0004-06 0۸ 

۲۰ ثابت کنید تر کیب دو تقارن مر کزی يك انتمال است. 

۱ - ثابت کنید تر کیب سه تقادن مر کزی متمایز يك تقادن مر کزی است. 


۲ ات بردار ۷ 7 و۷ قطر متوازیالسطوحی است که" 
برآن سه بردار بنا می‌شود. 

۳- زاویه 0۲ ونفطةٌ ۸ در داخل آن داده شده است از نقطةٌ هر قاطعی رسم کنید 
که دو ضلع زاویه را در 2 و 3] فطع کند به‌طوری که 3 (6-<ن)(). 

۴ قرینه‌های سه رأس مثلث :196 ۸ دا نسبت بهئقطة () محل برخورد سه میانه مثاث 
به‌دست آورده آنها دا متاظر با ۰۸۵ 8 :6 به ترتیب ۳ ۰ 19 و 6 می‌ناميم چرا مبانه‌های 
مثلث "ر) ۸۳1 با میان‌های مثلث 136 زر اند 

۳۵ دولئّطهً هر و 13 دريك طرف خحط ۱ قراردارند روی خحط ۳2 نقطه‌ای ما نند 
]3 را جنان انتخاب کنید که خطوط ۷۲ ۸ و ]1۱۷ باعط "3 زوایای مساوی تشکیل دهند 


۸ ۸۱ 
یمنی داشته بادیم 1۲ <- ۸۷۲۸ 

۶- مکمی درنظر می گیریم که اندازة هریال آن و است. در مر کز هر وجه عمودی به 
طول 7۲ بروجه اخراج کرده وصفحه‌هایی در نظرمی گیریم که هريك ازآنها بريك یالمکعب 
و بریکی از نقاط منتهی‌الیه پاره‌عطهای مزبور بگذرد. حجم حاصل چند وجهیاست و هر وجه 

آن چه‌شکلی دارد ؟ 
تک مان زاره انتانهای هو پقصویت بایان 
داده شده‌اند » یال سوم مکعب مستطیل را دسم کنید . 

۸- حجم و مساحت جانبی و مساحت کل هرم منتظمی را که قاعدة‌آن ۶ ضلعی بعضلم ۴ 
و ارتفا ع آن ۳ سانتیمتر است حساب کنید. درچه فاصله از رأس این هرم صفحه‌ای موازک‌قاعدة: 
آن بایدمرور داد تا حجم هرمی که بین‌رأس وآن صفحه پدیدمی آید 2 حجم هرم باشد؟ 

۹- تحقبق کنید در هرمی به‌ارتفا ع و[و مساحت فاعدة 5 به چه فاصله از رأس صفحه‌ای 
موازی قاعده باید در نظر گرفت تا حجم هرم ناقص حاصل نصف حجم هرم باشد. 

۳۰ مر بعی به‌ضلع ۴ سانتیمتر نتیمتر گردیکی از اتتایت ختدتسک ات فتادت انا نی 

جسم حاصل دا حساب کنید. 

۳ حجم مخروط دواری سه برابر حجم‌مخروط دوار دیگری است که ارتفا غ آن لت 


۱۳۳ 


ار تفا م مخروط اول است؛ نسبت شعاعهای آنها را تعیین کنید. 
۲- دز مخروط ناقص دواری که شعاعهای دو قاعدهٌ آن ج و ۴۲ هستند صفحه‌ای موازی 
۴ تفه ۱2 ۱ 
قاعده و به فاصله - ارتفا ع و در ديك به قاعدغ ک حبك م ‏ تا در ی ه ۱ 
بده 1 « نزده به کو - مرورمی‌دهيم تا درمخروط مقطعی ایجاد 
کند . مساحت مقطع مز بوز را تعیین کنید در حانت خحاص که ارتفا ع مخروط نا قص ۲ ۴ با شل 
حجم هريك از دو جزء مخروط ناقص را که وسبلهةً مقطع مز بور تفكيك می‌شو ند تعبین کنید. 
۳ کره‌ای در جهار دجهی منتفامی که اندارة هریال آن 8 است میعاط است» حجم آن‌ر| 
۴- ابت کنید هرجهار ودجهی قابل محاط شدن در يك کره است وفا بل‌محرط شدن بر کرةٌ 
دیگر است. ۱ 


۳۵- با استفاده از اصل کاوالبری وشکلهای زیسر دستور : 


رد کی سب 
۳ 


ر ۱ بر ای حجم کره بلاست آور ید؛ 


ان 
1 
#صرد مر 


1 
1 
سوه 
1[ 


ت 
زب ۵ 
9 


۱ ۳۷ 


